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Vorwort

Die Begriffe Lange, Fliache und Volumen erscheinen so intuitiv, dass man damit - wie die
Mathematiker vergangener Jahrhunderte - ausschliellich die Frage nach ihrer Berechnung
bei komplizierten geometrischen Objekten, wie z.B. Kreis, Ellipse oder Kugel verbindet.
Dies gilt allgemein fiir das Mafl mehr oder minder anderer anschaulicher Groflen, sei
es im téglichen Leben (Gewicht, Preis eines Gutes, Wert einer Immobilie) oder in der

Naturwissenschaft (elektrische Ladung, magnetisches Feld, Tragheitsmoment, ...).

Auf Grund dieser intuitiven Zuganglichkeit stellte man sich erst relativ spat die Exis-
tenzfrage, d.h. was unter diesen scheinbar so selbstverstandlichen Begriffen zu verstehen
ist und welche Eigenschaften ihnen inne wohnen. Mit der Mengenlehre stand schliellich
ein allgemeiner Rahmen zur Verfiigung, um diese Probleme zu bewéltigen. Aus Sicht der
abstrakten Mengenlehre besteht die Aufgabe einer solchen ,Mafitheorie“ darin, ein allge-
meines Konzept zu liefern, um die ,,Bedeutung”, die ,,GroBe* oder den ,Wert“ von Mengen
durch Angabe einer geeigneten Maflzahl zu bestimmen. Dabei fordert man zweckmafi-
gerweise von einem solchen Messvorgang, dass er im Spezialfall der Geometrie auf die

bekannten Flachen- bzw. Volumenformeln fiihrt.

Die praktische Umsetzung der Mafitheorie erfolgt dadurch, dass man die Mengen und
deren Maflzahl geeignet interpretiert. Fasst man die Mengen als geometrische Korper auf,
liefert das Maf} die Lange, Fléche oder das Volumen des geometrischen Objektes. Interpre-
tiert man die Mengen als Ereignisse und deren Maflzahl als Eintrittswahrscheinlichkeit,
erhélt man die Wahrscheinlichkeitstheorie, bei der die zu Grunde liegende Gesamtmenge
das MaB 1 hat, als spezielle Anwendung der Maftheorie. Alleine das letzte Beispiel zeigt,
dass die Bedeutung der Mafitheorie weit iiber die klassische Interpretation hinaus geht.

Die Interpretation des Integrals einer Funktion als Flache bzw. Volumen zeigt aulerdem,
dass Maf3- und Integrationstheorie eng zusammenhangende Theorien sind. Beide kénnen
als zueinander dual aufgefasst werden, d.h. mit Hilfe eines vorgegebenen Mafles kann ein
zugehoriger Integralbegriff aufgebaut werden. Andererseits lasst sich aus einem vorgege-

benen Integralbegriff ein zugehoriges Mafl konstruieren.

Ausgangspunkt der Maf- und Integrationstheorie waren Unvollkommenheiten des klas-
sischen Flachen- bzw. Volumenmafles und in Analogie hierzu Unvollkommenheiten des
klassischen Riemannschen Integralbegriffs. So ist es zwar moglich, die Lange des Inter-

valls [a, b] zu berechnen, jedoch ist unklar, welche ,Lange“ dieses Intervall hat, wenn man
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Inhaltsverzeichnis VORWORT

die rationalen Zahlen daraus entfernt, d.h. wenn man die Menge [a, b] \ Q betrachtet!. Das
analoge Problem tritt auf, wenn man versucht, das Riemann-Integral der Funktion auf
la, b] zu bestimmen, die in rationalen Stellen den Wert 0 und sonst den Wert 1 annimmt.
Diese Schwierigkeiten fithren u.a. dazu, dass Grenzwert- und Integralbildung beim
Riemann-Integral i.A. nicht ohne weiteres vertauscht werden diirfen. Die Bedeutung sol-
cher Uberlegungen alleine fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie zeigt, dass es sich bei der
MafBtheorie nicht um philosophische Spielerei oder mathematischen Genauigkeitswahn
handelt.

Sieht man die Maftheorie als Grundlage der Integrationstheorie an, liegt die Ursache
fir die zu geringe Anzahl integrierbarer Funktionen in der zu geringen Zahl von Men-
gen, denen man eine Flache bzw. ein Volumen zuordnen kann. In der Maftheorie wird
man also - ausgehend von einem Elementarmaf} - versuchen, die Zahl solcher , messbarer*
Mengen zu erhohen. Analog wird man in der Integrationstheorie - ausgehend von einem
Elementarintegral - versuchen, die Zahl der integrierbaren Funktionen zu vergréfiern. Bei-
de Erweiterungsvorgange lassen sich mit der Vervollstdndigung der rationalen Zahlen Q
zu den reellen Zahlen R vergleichen. Wegen der bijektiven Korrespondenz zwischen Men-
gen M und den zugehorigen Indikatorfunktionen 1,; ist das ,Maf3* einer Menge M gleich
dem ,Integral* der Indikatorfunktion 1,;, so dass beide Vorgange dual zueinander sind,
d.h. eine Vervollstandigung des Elementarmafes fiithrt zu einer Vervollstandigung des zu-

gehorigen Integrals und umgekehrt.

1Das zugehérige praktische Problem konnte z.B. lauten, die Lénge einer Kiistenlinie zu bestimmen. Hierbei
wird man unweigerlich auf das Problem stoflen, dass diese Lange um so grofier wird, je genauer und feiner
man misst.
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1. Mengensysteme

Geometrisch einfachen Teilmengen des R"™, wie z.B. Strecken, Rechtecken oder Quadern,
ordnet man ,Maflzahlen“ zu, die Léange, Flache und Volumen genannt werden. Mit Hilfe
mehr oder minder akzeptabler Rechenregeln fiir diese Mafzahlen ist es moglich, die Lange,
Flache bzw. das Volumen von Mengen zu berechnen, die sich aus diesen Elementarmengen

zusammensetzen. Als wesentliche Rechenregel erweist sich hier die sog. Additivitdt:

I) Sind M; und M, disjunkte Mengen mit den Mafizahlen o und (3, so besitzt die
Menge M; U M, die Mafizahl o + 5.

Setzt man die Fliche von Rechtecken als definiert voraus!, ist es méglich, die Fliche von
Dreiecken zu berechnen, indem man Rechtecke in zwei flichengleiche Dreiecke zerlegt.

Die Grenzen dieser elementargeometrischen Betrachtung werden bereits bei der Definition
der Flache einer Kreisscheibe K erreicht. Die Fliachenberechnung erfolgt in diesem Fall
dadurch, dass man K als abzdhlbare disjunkte Vereinigung von Elementarflichen (z.B.
Dreiecke oder Rechtecke) darstellt und die Additivitat I) zur sog. o-Additivitit erweitert:

IT) Ist (M,)s2, eine Folge paarweise disjunkter Mengen mit der Fliche (Mafizahl) a,,
so besitzt die Menge OLj M, die Mafizahl § o,
n=1 n=1

Ein Merkmal und Nachteil der elemtargeometrischen Betrachtungsweise ist die speziell
auf die jeweilige Menge K zugeschnittene Methode, um zu einer brauchbaren Definition
einer Mafizahl fiir K zu gelangen.

Die Suche nach einer allgemeinen Methode, mit deren Hilfe moglichst vielen Teilmen-
gen des R" (n€lN) ein n-dimensionales Volumen zugeordnet werden kann, hat letzten
Endes die Maftheorie in Gang gebracht. Hinter diesem Begriff verbirgt sich also das um-
fassende Problem, abstrakte Mengen zu ,messen®, d.h. fiir moglichst viele Teilmengen

M einer vorgegebenen Grundmenge ein Mafl p(M) festzulegen®. Rechenregel II) stellt

'Hier wird die Willkiir bei der Fliichen- und analog Lingen bzw. Volumenberechnung deutlich. Wiirde man
Dreiecke als grundlegende Elementarflichen ansehen, miisste man dem , Einheitsdreieck® mit Grundseite
1 und Héhe 1 die Fliache 1 zuordnen, was zur Rechtecksflache ,,2-Lange- Breite“ fiilhren wiirde. Betrachtet
man Kreise als grundlegende Elementarflichen wiirde die Fldche des Einheitskreises als 1 definiert und
die Zahl 7 wiirde bei Rechtecksflichen auftauchen.

?Dieses Mafl kann unterschiedliche Interpretationen haben. Beispiele sind Langen-, Flichen-, Volumen-
oder Wahrscheinlichkeitsmafe.



Algebren und o-Algebren KAPITEL 1 MENGENSYSTEME

hierzu den Schliissel dar, da diese fiir wesentlich allgemeinere - von der geometrischen An-
schauung weitgehend losgeloste - Mafizahlen anwendbar ist. Wir fithren das Maf§ daher
als natturliche Verallgemeinerung des geometrischen Inhaltes ein, indem wir die wesentli-
chen Eigenschaften der Flache und des Volumens per Definition von einem Maf} fordern.
Ein Grundproblem ist, dass p(M) i.A. nicht fiir alle Teilmengen M definierbar ist, wenn
das Maf} p diese ,natiirlichen® Bedingungen erfiillen soll. In den nachfolgenden Kapiteln

bezeichne 2 die fest vorgegebene Menge, deren Teilmengen wir ,,messen wollen.

Bezeichnung 1.1
Ist M C (O(2) ein System von Teilmengen von €2, so verwenden wir fiir besonders haufig

auftretende Mengeneigenschaften folgende Notationen in diesem Kapitel.

Notation Eigenschaft Notation Eigenschaft
(N) fem (N) QeMm
(C) MeM=OQ\MeMm (C) N, M eM= N\MecM
(V) N, M € M= NUM €M (V") N.MeM= NNMeM
V,) | M My,-em=UMem| (V) |M, M, --cDM=nMecM
=1 =1

Ein Mengensystem, das Eigenschaft (V) bzw. (V') erfiillt, heiit vereinigungs- bzw. durch-
schnittsstabil. In diesem Fall ist das Mengensystem abgeschlossen bzgl. der Bildung end-

licher Vereinigungen bzw. Durchschnitte?. D

1.1. Algebrenund o-Algebren

Wie zu Beginn erlautert liegt es nahe, Mengensysteme zu betrachten, die bzgl. abzahl-
barer Vereinigung abgeschlossen sind. Sie treten spéater als Definitionsbereich von Maflen
auf und kénnen geometrisch interpretiert werden. Im Fall der Wahrscheinlichkeitstheorie
besitzen sie noch einen ,informationstheoretischen“ Charakter, da sie die Ereignisstruk-
tur des zugrundeliegenden Zufallsexperiments modellieren, d.h. die logischen Beziehungen
zwischen Aussagen, welche sich tiber den Ausgang des Zufallsexperiments machen lassen.

In diesem Fall nennt man die Elemente dieser Mengensysteme auch Ereignisse.

Definition 1.2

Ein System 2 von Teilmengen einer Menge 2 heifit eine Algebra iiber 2, wenn es die
Eigenschaften (N), (C) und (V) erfiillt. Gilt statt (V) sogar die stiarkere Eigenschaft (V,)
spricht man von einer o-Algebra* und bezeichnet das Paar (€2,2l) als Messraum. U

3Um Verwechslungen mit dem topologischen Abschluss von Mengen (siehe Definition D.6 im mathemati-
schen Anhang) zu vermeiden, wird auf die Schreibweise M fiir das Mengenkomplement von M verzichtet.

4Bei den Wortern o-Algebra und o-Ring weist der Zusatz ,,0¢ darauf hin, dass das betreffende Mengen-
system beziiglich der Bildung abzdhlbarer Vereinigungen abgeschlossen ist. Der Buchstabe o erinnert
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Beispiel 1.3
i) Fiir jede Menge €2 ist 2(Q2) eine o-Algebra. Es ist die grofite o-Algebra itber 2. Im
Gegensatz hierzu ist {0, Q} die kleinste o-Algebra tiber €.

ii) Jede o-Algebra ist eine Algebra. Ist 2 endlich, gilt auch die Umkehrung dieser
Aussage.

iii) Ist |Q| unendlich, so ist A := {A C Q| A endlich oder CA endlich} eine Algebra,
aber keine o-Algebra.
Beweis: Sei {w; | i€IN} eine abzéhlbare Teilmenge von 2. Dann ist die Menge
A = {wy,wy,we, ...} = {wy; | €N} nicht in A, da weder A noch CA endliche
Mengen sind. Die einelementigen Mengen {ws;} liegen daher in A, nicht jedoch

deren Vereinigung.
iv) A :={A C Q| A abzihlbar oder CA abzihlbar} ist eine o-Algebra. (Ubung)

v) Ist 2 eine o-Algebra tiber 2 und Q' C €, so ist
ANA={ANA|AecA}

eine o-Algebra in V', die sogenannte Spur von 2 in Q. Gilt ' € 2, so besteht Q'NA
aus allen zu 2 gehorenden Teilmengen von (2.

vi) Sei T': Q' — Q eine Abbildung und 2 eine o-Algebra iiber 2. Dann ist das System
T = {T1(4) | A e )
eine o-Algebra in . (Ubung)
vii) Ist 2 eine o-Algebra tiber Q und 7' : 2 — Q' eine Abbildung, so ist
A :={AcCcQ|T A cA}
die groBte o-Algebra in ' mit der Eigenschaft (') C 2. O

Analog zu dem Begriff der Topologie, wo eine Menge genau dann offen ist, wenn ihr

Komplement abgeschlossen ist, gibt es eine duale Definition fiir Algebren bzw. o-Algebren.

Satz 1.4
a) A C ¢(Q) ist genau dann eine Algebra bzw. o-Algebra iiber €2, wenn die Eigen-
schaften (N), (C’) und (V') bzw. (V!) erfiillt sind. Insbesondere ist jede Algebra
abgeschlossen bzgl. Differenzbildung.

daran, dass frither die Vereinigung von Mengen als ,,Summe® bezeichnet wurde. Eine entsprechende
Terminologie verwendet bei abzéhlbaren Durchschnitten den Buchstaben ,,6%, z.B. §-Ring.
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b) Jeder Durchschnitt von Algebren bzw. o-Algebren iiber € ist wieder eine Algebra

bzw. o-Algebra iiber €. (]
Beweis:
Die Behauptungen ergeben sich direkt aus den Rechenregeln fiir Mengen. n

Folgerung 1.5

Ist € C §(12), so existiert die eindeutig bestimmte kleinste Algebra, die & umfasst. Man
nennt sie die von € erzeugte Algebra und schreibt a(€). a(€) ist der Durchschnitt aller
Algebren, die € enthalten. Entsprechend bezeichnet o (€) die eindeutig bestimmte kleinste
o-Algebra, die € umfasst. € heifit ein Erzeuger der Algebra bzw. der o-Algebra 2(, wenn
a(€) =A bzw. o(€) = A gilt. O

Beweis:
Der Durchschnitt aller € enthaltenden Algebren bzw. o-Algebren ist nichtleer, nach Satz
1.4 b) eine Algebra bzw. o-Algebra und besitzt die gewiinschten Eigenschaften. n

Bemerkung 1.6
Ist & eine o-Algebra, so gilt o(€) = €. 0

Beispiel 1.7
i) Ist € = {A} mit A C Q, so gilt (&) = {0,Q, A,CA}.

ii) Die o-Algebra 2 = {ACQ | A abzihlbar oder [A abzihlbar} aus Beispiel 1.3 iv)

wird vom System der endlichen Teilmengen von ) erzeugt. (Ubung) O

1.2. Ringe und Halbringe

Da sich o-Algebren i.A. nicht durch direktes Hinschreiben der Elemente angeben lassen,
werden sie meistens mit Hilfe eines Erzeugers definiert. Haufig besitzen diese Erzeuger
ahnliche Eigenschaften wie o-Algebren und tragen daher eigene Namen. Die Idee besteht
darin, von einfachen Mengensystemen auszugehen und sich dann stufenweise immer gro-

Bere Mengensysteme zu konstruieren, bis man bei einer o-Algebra landet.

Definition 1.8
a) Ein System R C () heilt ein Ring itber 2, wenn R die Eigenschaften (N), (C)
und (V) erfiillt.



Ringe und Halbringe KAPITEL 1 MENGENSYSTEME

b) Ein System $ C £(£2) heifit ein Halbring tber €2, wenn $) die Eigenschaften (N)
und (V') erfiillt und wenn aulerdem fur alle A, B in $) disjunkte Mengen C1, ..., C,,

in § existieren, mit®

A\ B = UCZ.
(=1 O

Folgerung 1.9
a) Jeder Ring ist durchschnittsstabil (Eigenschaft (V') und damit automatisch ein
Halbring.

b) Jeder Durchschnitt von Ringen iiber € ist wieder ein Ring iiber Q.° Insbesondere
existiert zu jedem & C () der kleinste Ring, der & umfasst. Man nennt ihn den
von € erzeugten Ring und schreibt p(€). p(€&) ist eindeutig bestimmt und gleich
dem Durchschnitt aller Ringe, die € enthalten. & heifit ein Erzeuger des Ringes fR,
wenn p(&) = R gilt. O

Beweis:
a) Wegen M \ N = M NCN gilt fiir zwei beliebige Mengen A, B eines Ringes fR:

ANB=ANnCAUB)=ANCANCB)=ANC(A\B)=A\(A\ B) € R.

b) Klar. =

Bemerkung 1.10
i) Bezeichnet A die symmetrische Differenz von Mengen, definiert durch AAB =
(A\B)U (B\ A), so ist R C () genau dann ein Ring, wenn eine der folgenden

zwei dquivalenten Eigenschaften erfiillt ist:
(1) R besitzt die Eigenschaften (N), (V) und ist bzgl. A abgeschlossen.
(2) R besitzt die Eigenschaften (N), (V') und ist bzgl. A abgeschlossen.

Die Aquivalenz dieser Aussagen ergibt sich aus den elementaren Mengentheoreti-

schen Beziehungen

AUB = (AAB)A(AN B)
ANB = (AAB)A(AU B)
A\B = AA(ANB)

®Man beachte, dass diese Bedingung trivialerweise erfiillt ist, wenn A\ B in § liegt.

6Dies gilt fiir Halbringe i.A. nicht.
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ii) Der Name Ring rihrt daher, dass sich R versehen mit den Verkniipfungen A und
N algebraisch wie die ganzen Zahlen Z mit der Addition und Multiplikation ver-
hilt. Da solche Strukturen als Ringe bezeichnet werden’, hat man diesen Namen

{ibernommen. Ahnliches gilt fiir den Begriff Algebra.

iii) Die folgende Tabelle fasst dquivalente Definitionsmoglichkeiten fir o-Algebren, Al-
gebren und Ringe nochmals kurz zusammen.

Notwendige und hinreichende Eigenschaften

o-Algebra || (N), (C), (Vo) | (N'), (C), (V5) | (N'),(©), (V5) | (N),(C), (V) | ('), (C), (Vo)
Algebra || (N),(C), (V) | (N'),(€"), (V') | (N'),(C), (V') | (N),(C), (V") | (N'),(C), (V)
Ring (N), (C"), (V) N,A,V N, A, (V)
W
Beispiel 1.11

i) R := {0} ist der kleinste Ring iiber €.
ii) R :={ACQ | A endlich} ist ein Ring. R ist genau dann eine Algebra wenn 2 endlich
ist.
iii) $:= {0} U {{w} ‘ wEQ} ist ein Halbring tiber Q. $) erzeugt den Ring der endlichen

Teilmengen von ) aus Teil ii) dieses Beispiels.

iv) 3t = {[a, b| ‘ a, bE]R}, Jg = {[a,b[ ‘ a, bEQ}, 3= {]a, b] ‘ a, bER} sowie das
Mengensystem fj(}g = {]a, b] ‘ a, Z)EQ} sind Halbringe iiber R. Sie spielen vor allem
bei der Konstruktion des Lebesgue-Mafles (siehe Korollar 2.23) eine grofie Rolle. [

Satz 1.12
Firi=1,...,n seien $; Halbringe iber den Mengen 2;. Dann ist
D1 *Hox %9, = {Hle2><~-~><Hn Hien,; (i = 1,...,n)}
ein Halbring iber dem Kreuzprodukt €27 x €25 X - -+ X ,,. D

Beweis:
Es geniigt, den Fall n = 2 zu betrachten. Zunéachst gilt ) = () x ) € H; x 2. Wegen

(H1><H2) N (Gl XGQ) = (HlﬂGl) X (HQQGQ)

ist 91 * $Ho durchschnittsstabil, weil $; und $ nach Definition eines Halbringes durch-
schnittsstabil sind. Auflerdem gilt

(Hyx H) \ (G1xGo) = |(H\Gh) % HQ}U{(HmGl) x (H\Gy)),

wobei die Mengen auf der rechten Seite disjunkt sind (siehe Skizze).

"Weitere typische algebraische Strukturen sind z.B. Gruppen, Korper, Vektorrdume, Algebren, .. ..
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(HiNG1) X (H2\G2)

Ho

G2

H, G1 X Ga

G1

0

Da sich H;\G; und H\G, als disjunkte Vereinigung von Elementen aus $); bzw. £
schreiben lassen, ist die Menge (H;x Hs) \ (G1xG2) darstellbar als disjunkte Vereinigung

von Elementen aus i * $),. n

Beispiel 1.13
Wiahlt man in Satz 1.12 speziell $; = --- = §,, = J* ergibt sich {iber R® der Halbring

" ::31*31*-~-*31:{[lx[2><~-~><[n [1,---,[11631}-

J" lasst sich wie im 1-dimensionalen Fall mit Hilfe einer Ordnung charakterisieren. Wir
definieren hierzu in R” fiir Punkte a = (ay,...,a,) und b = (fy,...,,) die Relation
a < bbzw. a < b durch®

a<b 2y Vi:o; < 5; bzw.

Def, .
a<b & Viia, <p;

Das nach rechts halboffene Intervall |a, b[ ist definiert als die Menge
{x e R" | a < x < b},

mit der Konvention [a,b[ = () im Fall b < a. Offensichtlich gilt dann die Beziehung
[a,b] = o, Bi] X [z, B2 X -+ X [, B, und es folgt:

J" = {[a,b[ ‘ a,be R”} :
J" ist also der Halbring aller nach rechts halboffenen n-dimensionalen Intervalle. U
Es gilt folgende Verschiarfung von Definition 1.8 b), die wir u.a. fiir Satz 1.15 benétigen.
Wie alle folgenden Aussagen ist sie durch den Halbring J™ motiviert.

Lemma 1.14
In jedem Halbring $ gelten folgende Aussagen:

8Es sei hier vorsorglich darauf hingewiesen, dass im Bereich der linearen Optimierung oder bei Priferen-
zordnungen die Beziehung a<b hiufig durch a;<g; und «;,<g;, fiir mindestens ein 4o definiert wird.
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a) Sind A, By, ..., B, Mengen in ), existieren disjunkte Mengen C1,...,C,, in $ mit

ANU Bi= UG

j=1 =1

b) Sind Ay, ..., A, Mengen aus §), so existieren disjunkte Mengen By, ..., B, in §, so
dass jede Menge A, Vereinigung gewisser Mengen B; ist. U

Beweis:
a) Der Beweis erfolgt mittels vollstdndiger Induktion nach n. Nach Definition von Halb-

ringen ist der Fall n = 1 klar. Gilt nun
A\UB; = JCr
j=1 =1

so folgt der Induktionsschritt aus der Gleichungskette

n+1 m

ANUB; = (AVUB)\ Buct = (U C) \ Buss = U(CABwa)
j=1 j=1 =1 =1
b) Der Beweis erfolgt mittels vollstdndiger Induktion nach n. Fir n=1 setze By := A;.
Gelte die Behauptung fiir ein n€N und seien Ay, ..., A,11 Mengen aus dem Halb-
ring . Nach Induktionsvoraussetzung existieren disjunkte Mengen By,..., B, in
9, so dass jede Menge Aj, (k=1,...,n) Vereinigung gewisser Mengen B, ist. Wir
unterscheiden nun zwei Falle.

p p
1. Fall: Esist A, ¢ |J B;. Stellt man A,,.1 \ U B; nach Teil a) als disjunkte
j=1 j=1

Vereinigung von Mengen C4, . .., Cy, in §) dar, kann jede Menge A; (j =1,...,n+1)
mit Hilfe der disjunkten Mengen By, ..., By, C},...,C,, dargestellt werden.

2. Fall: Es gilt A,.; C 1) B;. Dann sind By N Aypey, By \ Ansr, ..., By N Ay, By \
j=1
A, +1 paarweise disjunkt. Nach Eigenschaft (V’) liegen die Mengen B; N A, 41 in $.

Die Mengen B; \ A, lassen sich fir j =1,...,p zudem als disjunkte Vereinigung

von Mengen C’? ), e C,(jbj) aus $) darstellen. Damit erfiillen die Mengen

) mj

die gewiinschten Voraussetzungen. n

Satz 1.15
Ist $) ein Halbring tiber €2, so gilt fiir den von $) erzeugten Ring p(9):

p(o) = { A,

(=1

Hy,. .. .H,€HN disjunkt}
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Beweis:

Sei R = { 6 H,
wir nur nocél;lzeigen miussen, dass R ein Ring ist. Wegen () €  C R ist Eigenschaft (N)
erfilllt. Zum Nachweis von Eigenschaft (C’) seien A, B € fR beliebig. Nach Definition von

R existieren Ay, ..., Ay, By,..., B, in $ mit

Hy,...,H,eH disjunkt}. Offensichtlich gilt $ C R C p(H), so dass

k
=1
Daraus folgt insbesondere, dass 98 durchschnittsstabil ist (Eigenschaft (V’)), denn es ist

AnB= J (AnBy).
1<e<k
1<j<n

Weiter gilt
k n
AVB = (4 UB)
=1 j=1
Da nach Lemma 1.14 a) die Mengen A, \ 6 Bj als disjunkte Vereinigung von Elementen
j=1

aus $) dargestellt werden konnen, gilt diesivvegen der Disjunktheit der Mengen A, auch
fir A\ B, d.h. esist A\ B € R. Aus Symmetriegriinden gilt auch B\ A € R, so dass die

Vereinigungssstabilitat von R sich aus der folgenden Beziehung ergibt:

AUB = (A\ B)J(B\ A)U(ANB)

Beispiel 1.16

Den von J" erzeugte Ring p(J") bezeichnen wir im Folgenden mit §". Seine Elemente wer-
den als n-dimensionale Figuren bezeichnet. Da jeder Ring vereinigungsstabil ist, stimmt
§" iberein mit dem System aller Mengen, die als Vereinigung von endlich vielen (nicht

notwendigerweise disjunkten) Mengen aus J" entstehen. U

1.3. Dynkin-Systeme

Der folgende Typ von Mengensystemen ist oft niitzlich, wenn man Schwierigkeiten hat,

auf direktem Weg festzustellen, ob ein vorgegebenes Mengensystem eine o-Algebra ist.

Definition 1.17
Ein System © C () heifit Dynkin-System iiber Q, wenn © die Eigenschaften (N’) und
(C) erfiillt und auBerdem fir jede Folge (D;)2, paarweise disjunkter Mengen in © gilt

(Va,disj) : UDZ €D.
i=1 H
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Folgerung 1.18
D ist genau dann ein Dynkin-System tiber €2, wenn es die Eigenschaften (N’) und (V,, gisj)

besitzt und zusatzlich abgeschlossen bzgl. relativer Komplementbildung ist, d.h. wenn gilt:

(Cra): A BE®, ACB=—=[(A=B\AecD® 0

Beweis:

Es geniigt wegen 2 € ® und CA = Q\ A zu zeigen, dass jedes Dynkin-System die
Eigenschaft (C,q) besitzt.

Seien hierzu A, B in ® mit A C B. Da in diesem Fall A und CB disjunkt sind, liegt AUCB
und damit auch ((AUCB) =CANB=B\AinD. n

Bemerkung 1.19
i) Jede o-Algebra ist automatisch ein Dynkin-System, ein Ring und eine Algebra.

ii) Jeder Durchschnitt von Dynkin-Systemen iiber € ist wieder ein Dynkin-System
tiber €. Zu jedem Mengensystem & C (0(2) gibt es daher (wie bei o-Algebren und
Ringen) ein kleinstes & enthaltendes Dynkin-System &(€&). O

Die Bedeutung von Dynkin-Systemen liegt vor allem in folgenden Satz.

Satz 1.20

a) Ein Dynkin-System ist genau dann eine o-Algebra, wenn es durchschnittsstabil ist.

b) Fiir jedes durchschnittsstabile Mengensystem & C (0(12) gilt:

6(€) = o (€) O

Beweis:
a) Da jede o-Algebra ein durchschnittsstabiles Dynkin-System ist, bleibt nur zu zeigen,
dass jedes durchschnittsstabile Dynkin-System © eine o-Algebra ist. Hierzu ist nur

noch nachzuweisen, dass ® abgeschlossen bzgl. abzahlbaren Vereinigungen ist.

Sind A, B in ®, so liegt aufgrund der Durchschnittsstabilitait ANB in ® und wegen

Eigenschaft (C,q) auch B\ (ANB). Aufgrund der Disjunktheit von A und B\ (ANB)

liegt daher AU(B\(ANB))=AUB in ®. Folglich ist ® bzgl. endlichen Vereinigungen

abgeschlossen.

Sei nun (D,,)%°; eine Folge in ©. Definiert man Dy:=0 und D) := ALTJle fir nelN, so
=

!/

ist - wie gerade gesehen - auch (D!,)>° ; eine Folge in ©. Wegen D!, c D), ., folgt nach
Eigenschaft (C,e1), dass auch D)\ D! in D liegt fiir n€lNy. Da die Mengen D), ,\D;,
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paarweise disjunkt sind, liegt daher nach Eigenschaft (V, 4i;) auch OLj (D;, 1 \Dy)
n=0

k k+1
in ©. Offensichtlich gilt aber U (D), ,\D;,) = D;,; = U D; und daher
n=0 7=1

U (D;+1\D;) = U Dj-
n=0 7=1

b) Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, gilt zunachst
0(¢) C o(€).

Fiir den Nachweis der umgekehrten Teilmengenbeziehung zeigen wir, dass d(€&) eine
o-Algebra ist. Nach Teil a) ist daher zu zeigen, dass (&) durchschnittsstabil ist.

Wir betrachten hierzu fiir eine feste Menge M das Mengensystem®

D = {Qep() | QNM € §(€)}
und zeigen, dass gilt:
VDe€ :6(¢) C Dp .
Hierzu weisen wir nach, dass fiir jedes D € € das Mengensystem D p ein & enthal-
tendes Dynkin-System ist.
(N”) Q € ®Dp ist klar, da QN D = D € §(€) gilt.

(Cra) Sind A, BE®p mit ACB, so liegen AND, BND in §(€) nach Definition von
Dp. Wegen AND C BND liegt daher auch (BND) \ (AND) = (B\A)N D in
d(€), d.h. es gilt (B\A) € Dp

(Vo aisj) Sind Ay, As, ... paarweise disjunkte Mengen aus ®p, so sind auch die Mengen
AiND, A;ND;, ... disjunkte Mengen, die nach Definition von ® p in (&) liegen.
Damit folgt 1 (4,nD) = ( U A,)ND € 8(€), dh U A, € Dp.
n=1 n=1 n=1
(¢ C ©Dp) Ist D eine vorgegebene Menge aus €&, so folgt wegen der vorausgesetzten Durch-
schnittsstabilitat von €&:
YReE : QND € € C §(¢€).
Daher gilt € C Dp.
Die Durchschnittsstabilitdt von §(€&) ergibt sich nun folgendermafen. Sind E, Es
beliebige Mengen aus §(€), so gilt
FE, € 5(@) C ©E2'

Nach Definition von D g, heifit dies gerade E1NE; € (€). -

9Man spricht vom Prinzip der guten Mengen.

11
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Bemerkung 1.21

Ein Dynkin-System ist genau dann durchschnittsstabil, wenn es vereinigungsstabil ist. []

12



2. Maldtheorie

2.1. Inhalt, Pramalf3, Mald

Verbindet man die in Kapitel 1 eingefiihrten Mengensysteme mit den zu Beginn fiir Lénge,
Flache und Volumen eingefithrten Additivitatsregeln I), IT), entstehen die Grundbegriffe
der Mafitheorie. Die Vorgehensweise folgt dabei der Methode zur Flachen- bzw. Volu-
menberechnung. D.h. wir gehen davon aus, dass fiir bestimmte Elementarmengen von {2,
die einen Halbring bilden, ein ,Inhalt“ definiert ist und setzen diesen ,Inhalt* auf eine
o-Algebra fort, die die vorgegebenen Elementarmengen umfasst.

Durch die plausible Forderung, dass der Inhalt der leeren Menge 0 ist, wird in der formalen
Definition des Begriffes Inhalt berticksichtigt, dass die leere Menge in jedem Halbring liegt,
Q) i.a. jedoch nicht, so dass es zunéchst nicht moglich ist, 2 einen Inhalt zuzuweisen. Es

sei hier nochmals auf die fiir die Mafitheorie typische Konvention 0 - oo := 0 hingewiesen.

Definition 2.1
Sei $) ein Halbring tiber 2. Die nummerische Funktion p : $) — [0, +00] mit u(0)=0 heifit

a) Inhalt, wenn sie additiv ist, d.h. wenn fiir jede endliche Folge paarweise disjunkter
Mengen Ay, ..., A, mit GJAZ- € 9 gilt:
i=1

b) Pramaf, wenn sie o-additiv ist, d.h. wenn fiir jede Folge paarweise disjunkter Men-
gen Ay, Ay, ... mit OL'jAZ- € 9 gilt:
i=1

[e.9]

N( _UlAz‘) = Z 1(A;)
= i=1
¢) Maf, wenn sie o-additiv und ) sogar eine o-Algebra ist. [

Bemerkung 2.2
i) Ist $ in Definition 2.1 ein Ring, so ist $) vereinigungsstabil und es geniigt in Teil a)
der Definition u(AWB) = pu(A) 4+ p(B) fir alle disjunkten A, B € § zu fordern.

ii) Offensichtlich ist jedes Maf} ein Pramafl und jedes Pramaf ein Inhalt.

13
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iii) Ist p ein Mafl auf der o-Algebra 2 in €2, so wird das Tripel (2,2, u) auch als
Mafsraum bezeichnet. Ein Mafiraum (€Q,2(, ©) mit p(Q) = 1 wird als Wahrschein-

lichkeitsraum und p als Wahrscheinlichkeitsmafl bezeichnet. U

Beispiel 2.3
i) Sei Q eine beliebige Menge und 2 := (). Fiir F€2A, d.h. ECQ definieren wir

C(E) = |E],

wobei |E| die Anzahl der Elemente von E angibt, mit der Konvention |E| = oo, falls

E unendlich viele Elemente enthélt. { ist ein Mafl und wird als Zdhlmaf bezeichnet.

ii) Durch )\([a, b[) := b—a wird auf dem Halbring J' ein Inhalt definiert, der als ein-
dimensionaler Elementarinhalt bezeichnet wird. In Abschnitt 2.2, Satz 2.13 werden

wir zeigen, dass A sogar ein Pramaf ist.

iii) Sei $) ein beliebiger Halbring tiber Q2 und w €  ein festes Element. Definiert man

weA
@(A):z{; WZA,

so gilt offensichtlich €,(0) = 0 und €, > 0.
Ist (A;)$°, eine paarweise disjunkte Folge in $ mit ) A; € 9, so gilt:
i=1

w E D?Ai — dlielN:weA
=1

(2

wd YA — VieN:wédA
i=1
Im ersten Fall gilt
G UA) =Y ) =1,
= i=1

im zweiten Fall dagegen erhalt man

o0

@(i:tlei) =Y &) =0

€, ist also ein Pramaf auf $ und heifit die in w konzentrierte Einheitsmasse'. Ist $

sogar eine o-Algebra, liefert €, ein Maf. Man nennt es auch das Dirac-Mafs.

IDiese Bezeichnung leitet sich von der Vorstellung ab, ein Maf 1 als Massenverteilung auf € zu interpre-
tieren. u(A) gibt dann an, welchen Masseanteil die Menge A tréigt.

14
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iv) Sei  eine iiberabzihlbare Menge und A = {ACQ) | A abzihlbar vV [A abzdhlbar}
die in Beispiel 1.3 iv) definierte o-Algebra. Definiert man fiir A € 2

0 falls A abzahlbar
(A) = )
1 falls CA abzahlbar,

so ist p ein Mafl auf 2. Hierfiir ist offensichtlich nur die o-Additivitat von p nach-

zuweisen. Sei hierzu (A;)$°; eine Folge paarweise disjunkter Elemente von 2L.

1. Fall: Alle A; sind abzédhlbar. Dann ist auch OLj A; abzahlbar und es gilt daher
i=1

0= u(;@lA@-) - iM(AZ-).

2. Fall: Mindestens eine der Mengen, o.E. Ay, ist nicht abzdhlbar, d.h. nach De-
finition von 2 ist CA; abzdhlbar. Aufgrund der paarweisen Disjunktheit gilt dann
AiNA; = 0 bzw. dquivalent’ A;CCA; fiir i>2. Daher sind die Mengen A,, As, ...
abzahlbar und es gilt:

M(ﬁl Ai) =1=p(A)+0= i/i(Az’)

v) Sei Q abzihlbar unendlich und 2 = {ACQ | A endlich v CA endlich}. 2l ist gemif
Beispiel 1.3 iii) eine Algebra. Definiert man fir A € 2:
0 falls A endlich
1(A) = .
1 (bzw. + 00) falls CA endlich

so ist p ein Inhalt, aber kein Pramaf}. Dies folgt aus

L (baw. +00) = () = u( Yfw}) # X ul{w}) = 0

weN [l

Wir wollen nun den ersten Schritt in dem zu Beginn von Kapitel 1 erwahnten Fortset-
zungsprozess durchfithren. Wir zeigen, dass sich jeder auf einem Halbring $ definierte

Inhalt auf genau eine Weise auf den von §) erzeugten Ring p($)) fortsetzen lasst.

Satz 2.4
Jeder Inhalt p auf einem Halbring $) lasst sich auf genau eine Weise zu einem Inhalt

auf p($) fortsetzen. Diese Fortsetzung ist genau dann ein Prama8 auf p($)), wenn p ein
Pramafl auf $ ist. O

2Dies bedeutet insbesondere, dass es keine zwei disjunkten iiberabzihlbaren Mengen unter den A; gibt.

15
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Beweis:
Fiir jedes A € p($)) gibt es disjunkte Mengen A;,..., A, € H mit A = BAZ Falls 1 eine
i=1

Fortsetzung v besitzt, muss
V(A) = Y u(A) (2.1)

gelten und es ist zunéchst zu zeigen, dass v durch Gleichung (2.1) wohldefiniert, d.h.
unabhéingig von der vorgegebenen Zerlegung von A ist. Sei hierzu A = ) By eine zweite

k=1
disjunkte Zerlegung von A. Dann gilt

k=1 k=1
und analog
Bk = U(Aijk) fir k = 1, ..o,n

J=1

Da wegen der Durchschnittsstabilitdt von Halbringen die Mengen A; N By, wieder in £
liegen und disjunkt sind, ergibt sich aus der endlichen Additivitdt von p auf £

WA = S (408 2.2)
w(By) = iﬂ(AjﬂBk) (2.3)

Die Summation von Gleichung (2.2) iiber j liefert

dou(d) = > > u(A;NBy)
j=1 Jj=1k=1
= Z Z (A;NBy)
w(By)

(23) «—
= Z 1(Br)
Zum Beweis der Inhaltseigenschaft von v bleibt zu zeigen, dass fiir disjunkte A, B € p($))
v(AUB) =v(A) + v(B)

gilt. Dies folgt jedoch direkt aus der gezeigten Zerlegungsunabhangigkeit von v.
Es bleibt der Nachweis, dass p genau dann o-additiv ist, wenn v o-additiv ist. Da mit v
auch p als Einschrankung o-additiv sein muss, ist nur zu zeigen, dass aus der o-Additivitat

von p die o-Additivitdt der Fortsetzung v folgt.



Inhalt, PramafB, Maf3 KAPITEL 2 MASSTHEORIE

Sei daher p ein PramaB auf $ und (A4,)°, eine Folge disjunkter Mengen aus p($)) mit

n=1

A= OLjAn € p($). Nach Satz 1.14 gibt es disjunkte Mengen By, ..., B,, in $ mit
n=1

A= | B,

J
1

[R&E

J

und zu jeder Menge A, (n =1,2,...) gibt es disjunkte Mengen C,, 1,...,Cyy, in $ mit
12
An = U Cn,k
k=1
Wegen
00 oo Ay
B;=B,NA= gl(Bijn) = gl /El(Bij"”“)

ist B; disjunkte Vereinigung von Mengen aus §). Aus der o-Additivitat von p auf $ und
der Definition von v folgt daher

ZV(BjﬂAn)
oo Un )
p(B;) = > > wBNCpy) = > v(B;NA,) .
n=1k=1 n=1

AnschlieBende Summation tiber j liefert schlieflich mit der endlichen Additivitat von v:

v(A) = V(j@l Bj)

Il
NE
=
Sy

<.
Il
—

I
NE
NE
=
o

)

=
2

<
I
_.
3
Il
—

S
Il
—_
<
I
A

Il Il
& 108
= Iz
s =
% &
QD :2
= 2

3
I
—_
<
—_

I
hE
N
N
D)
=~
2
I
hE
N
N
2
| ]

i
_.
3
I
_.

Beispiel 2.5
Betrachtet man den Elementarinhalt A auf dem Halbring J* der 1-dimensionalen rechtsof-

fenen Intervalle in R aus Beispiel 2.3 ii), so wird durch
v([a, bl W [e,d[) := A([a,b]) + A([e, d]) = b—a + d—c

ein Inhalt auf ' definiert, den wir wegen der Eindeutigkeit wieder mit \ bezeichnen. [

17
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Wegen Satz 2.4 konnen wir in Zukunft bei der Untersuchung von Inhalten immer davon
ausgehen, dass sie auf Ringen definiert sind. Zur Konstruktion von Inhalten, Pramaflen
und Mafen ist es natiirlich bequemer, von Halbringen als Definitionsbereich auszugehen.
Ein Beispiel hierfir ist die Konstruktion des Lebesgue-Mafles, das wir sukzessive aus dem
Elementarinhalt A gewinnen. Um auch das mehrdimensionale Lebesgue-Mafl konstruieren
zu konnen, fithren wir das sog. Produktmaf ein. Es verallgemeinert den Ubergang des ein-
dimensionalen Langen- zum mehrdimensionalen Flachen- bzw. Volumenbegriff. Die Idee
besteht darin, analog zur Elementargeometrie durch Produktbildung einen Inhalt auf
dem Kreuzprodukt von Halbringen zu konstruieren. Speziell angewendet auf das eindi-
mensionale Lebesgue-Maf liefert er das mehrdimensionale Lebesgue-Mafl auf dem Ring
der Figuren §" (siche Beispiel 1.16).

Satz 2.6
Fir i = 1,...,n seien u; : $H; — R* Inhalte. Dabei bezeichnen §); Halbringe iiber den
Mengen €2;. Dann wird auf dem Halbring $; % £ * - - - x §,, durch

kN k- xH, — R
H1XH2X"'XHn — /L(H1XH2X"'XHn) = IU1<H1)IU2<H2)’U”(H,1)

ein Inhalt definiert, den wir mit p1 ® po ® - - - ® pu,, bezeichnen. [

Beweis:

Der Beweis erfolgt mittels vollstandiger Induktion nach n, kann jedoch wegen
Hyx Hyx ++ X Hyx Hyyy = (Hyx Hyx -+ x Hy ) X Hyiy

auf den Fall n=2 reduziert werden. Wir definieren p := 1 ® 2. Wegen der offensichtlichen
Beziehung pu(0x0) = p(0)-1(0) = 0 bleibt nur die Additivitat von p zu zeigen. Seien daher
A1 X By, A3 X By, ..., A, X B, disjunkte Mengen in $; * $)5 mit

@(AiXBi>:MXNE~61 * 5o (2.4)
i=1

Insbesondere gilt UA =M und UB =N wegen Gleichung (2.4). Die nachfolgenden
Skizzen stellen dlese Sltuatlon fur den Fall Q2 = RxR, $H1=9H,=J und m=7 dar.
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Qo

N M x N

0
M
Qs
Bl Al X Bl
BQ F- - AQ X BQ
B5 A4 A5 X B5
By F A, | X
B3 Bg X By Ag X Bg
L - _ ] Bs
B7 A7 X B7
1 1 1 1 1 Ql
A Ay As Az
Ay
Ag
Az

Nach Lemma 1.14 b) existieren zu den Mengen Aj, ..., A,, € $; disjunkte Mengen
Ci,...,Cs € 91, so dass sich jede Menge A; als Vereinigung bestimmter Mengen C;
darstellen lasst. Analog existieren zu den Mengen By,...,B,, € $; disjunkte Mengen
Dy,...,D; € 59, so dass jede Menge B; sich als Vereinigung bestimmter Mengen D;
darstellen lasst. Insbesondere folgt

s t

UCi:M und UDj:N.

i=1 =1
Die folgende Skizze zeigt eine mogliche resultierende Zerlegung der Menge M x N, die

sich aus der vorigen Zeichnung ablesen lasst.
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Qo
D,
Ds
N . .......................................
Dy
D,
1 1 1 Ql
Cl 02 Cg 04

M

Zu jedem k existieren (wieder nach Lemma 1.14) eindeutig bestimmte Mengen $;, C S :=
{1,...,s}und T C T :={1,...,t} mit
A= U G und Br,= U Dj.
i€y, JET
In der zweiten Skizze gilt z.B. Ay x By = Cy x (D3WDy), d.h. S = {4}, Ty = {3,4}. Die
Mengen Sy x Ty sind disjunkt (nicht die Sy bzw. Ty !!), da die Mengen Ay x By disjunkt
sind und wegen Gleichung (2.4) gilt

@(Skka):SxT.
k=1

Damit ergibt sich

WM X N) = (M) (N) = (U ) Y D;)

uiaglitiv iZﬂl(Ci)NQ(Dj) — Z Ml(Ci)MQ(Dj)

i=1j=1 (i,5)ESXT

= i Z Ml(Ci)M(Dj)

k=1 (i,7)€8, x Ty,

= ST Y mCmD)

= S w(Ci) Y pa(Dy)

k=11i€S J€Ty

w1 (Ag) p2(Br)

p1 (A ) pr2(Br)

i additiv

T

I
NE

M(Ak X Bk) ]

=
Il
—
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Beispiel 2.7
Setzt man fiir ¢ = 1,...,n in Satz 2.6 speziell §); gleich dem Halbring J der nach rechts
offenen 1-dimensionalen Intervalle und p; gleich dem 1-dimensionalen Elementarinhalt A,

so wird durch
A=A AR QA

ein Inhalt auf dem Halbring J" aller n-dimensionalen nach rechts offenen Intervalle defi-
niert. Sind @ = (aq,...,a,) und b= (p1,...,5,) zwei Punkte des R™, so gilt

[a’v b[ = [alaﬂl[ X [a2762[ X X [anaﬂn[

und daher

N ([ab]) = Aaw, Bi) - Aaz, Bol) - Mo, Bal)
= (61_al)'<52_a2)"'(ﬁn_an)

Dieser Inhalt lasst sich mit Satz 2.4 eindeutig auf den Ring der Figuren §" fortsetzen.
)\"([a, b[) wird n-dimensionaler Elementarinhalt des Intervalls [a, b] genannt. In Satz 2.13

werden wir zeigen, dass A" : §* — R" sogar ein Pramaf ist. D

Folgerung 2.8
Ein Inhalt p auf einem Ring R hat folgende Eigenschaften

1) AC B= pu(A) < u(B) (Isotonie)
2) W(AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B)

3) AC B = u(A)+ u(B\A) = u(B) (Subtraktivitit®)
1) u(UA) < S p(A) fiir Ar,..., A, € R beliebig (Subadditivitit)
=1 =

= i=1

5) § w(A;) < u( EJO Ai), sofern Ay, As, ... paarweise disjunkte Mengen aus ‘R sind, fiir
; i=1

die OLj A; in R liegt. (o-Superadditivitit) O
i=1

Beweis:
1) Fir A C B gilt B= AWY(B\A) und aus der Additivitét folgt

W(B\A)0
w(B) = p(A) +u(B\A) = p(A).

3Die Bezeichnung Subtraktivitit ist darauf zuriickzufithren, dass im Fall u(A)<oo die Gleichung in der
Form pu(B\A) = u(B) — u(A) geschrieben werden kann.
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2) Fur beliebige Mengen A, B € R gelten die disjunkten Darstellungen

22

AUB =AY (B\A) und (ANB) W (B\A) =
Aufgrund der Additivitdat von p fiir endliche disjunkte Vereinigungen folgt:

WAUB) = p(A) + u(B\A) (2.5)
W(ANB) + u(B\A) = u(B) (2.6)

O.E. kénnen wir p(A)<oo und u(B)<oo annehmen, da andernfalls die Behauptung
trivialerweise erfullt ist. Nach Teil 1) gilt daher auch p(B\A) < oo und die Addition
der Gleichungen (2.6) und (2.5) liefert

u(AUB) + n(ANB) + w(B\A) = u(A) + p(B) + p(B\A).

Subtraktion von p(B\A) liefert dann die Behauptung.

Fir ACB gilt AUB=B und Gleichung (2.5) aus dem Beweis von 2) liefert
w(B) = u(A) + p(B\A).

Zu gegebenen Mengen Aj, As, ..., A, definieren wir By := A; und By := A\ U A;

fir k = 2,...,n. Die Mengen B; sind paarweise disjunkt, erfiillen B; C A; und es
gilt | B; = U A;. Daher folgt
i=1 i=1

o(G) = B ) "L Lty

i=1
Sei (A;)2, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R mit EJO A; € R. Wegen

m 00 =1
W A; C UJ A; folgt aufgrund der paarweisen Disjunktheit und der Isotonie von u:

=1 1=

Isot.

ZM = u(ga) < u(Ya)

Grenzwertbildung m — oo liefert die Behauptung

;M(Ai) < UA)
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Folgerung 2.9

Ist p ein Pramaf auf R, kann Aussage 4) des letzten Satzes verschérft werden zu
n(UA) <o maA
i=1 i=1

falls Ay, As, ... beliebige Mengen sind, fir die U A; in fR liegt. Dies ergibt sich, wenn man
in folgender Aussage Ag := U A; setzt:
Ist p ein Pramafl auf R und smd Ag, A1, As, ... beliebige Mengen aus R, so gilt:

AoCUA = u(Ag) < ZM

Beweis:
- - L k=1
Definiert man A;:=A¢NA; und By:=A;, Br:=A;\ U A;, so folgt aufgrund der Disjunktheit
o] 00 . i=1
der Mengen By, und wegen | B; = J A;:
i=1

i=1

pae) = n(DAna) = w(UA)

N
™
=
N

< A 1(A;) n

Verallgemeinert man den Konvergenzbegriff auf Folgen von Mengen, besteht die Moglich-
keit bei Malen den Begriff der Stetigkeit einzufiihren (siche nachfolgenden Satz 2.11).
Die folgende Konvergenzdefinition findet sich (inklusive weiterer Eigenschaften) auch im

Anhang und wird dort intensiver diskutiert und erldutert.

Definition 2.10
Sei (A;)$2, eine Folge in der Potenzmenge £(€2).

a) Die Folge (A4;)$°, heifit
e isoton (monoton wachsend), wenn Ay C Ay C A3 C ...

e antiton (monoton fallend), wenn Ay D Ay D A3 D ... gilt.

b) Man definiert

liminf A; : U ﬂ Ay und limsup A; 1= ﬂ U Ay

=00 i=1 k=i i—00 i=1 k=i

23
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c) Die Folge (A;)2, heifit konvergent gegen ACS) und man schreibt lim A; = A, wenn

1—00

gilt

limsup A; = A = liminf A;

i—00 1—00 |:|

Satz 2.11

Fiir einen Inhalt p auf einem Ring fR tiber {2 betrachte man die Eigenschaften
i) pist ein PramaB, d.h. u ist o-additiv

ii) Fir jede isotone Folge (A4,)52, in R mit A, T A € R gilt

lim (A, ,u(nhmA ) = p(A) (Stetigkeit von unten)

n—oo

iii) Fir jede antitone Folge (A4,)32, in R mit A,JA€R und p(A,)<oco fir alle neN
gilt:

nh_)rg@y(A ) = /“‘(,}1_{2014 ) w(A) (Stetigkeit von oben)
iv) Fiir jede antitone Folge (A,,)%; in B mit A, |0 und u(A,)<oco fir alle n€lN gilt:

lim pu(A,) = p( lim A,

= u(0) =0 (Nullstetigkeit)
a) Es gelten die Beziehungen: i) <= ii) = iii) <= 1iv)

b) Ist u endlich, d.h. ist pu(A)<oo fiir alle AR, sind alle Eigenschaften dquivalent. [

Beweis:

a) ) = ii): Sei (A;)$2, eine isotone Folge in R mit A = hm A; € R. Definiert man
=A; und B; := A;\A;_; fir i>2, so sind die B; paarwelse disjunkt und es gilt:

— UB, wd A=UA,=U UB = B
=1 n=1 =1

n=1 i=1
Dies liefert:

u(A) =n(UB) -

=

i —T}gxgoz w(B;) = hmu< U Bi) = lim pu(A,).

n—oQ n—oo

ii) = i): Sei (A;)$°, eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus R mit der Eigen-

schaft A:= U A; € R. Definiert man B,: GAi, so ist (B,)2, eine isotone Folge
i=1
mit lim B, A Damit folgt:

n—o0
n n

u(iL:JlAi) = u(A) 2 lim p(B,,) = lim (U A;) = Jim > p(Ai) = iu(fl

n—0o0 n—od \ ;71 1
1=
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ii) = iii): Sei (4,);2, eine antitone Folge mit lim A=NA, =t A und p(A,)<oo

n=1

fir alle n€IN. Definiert man B,, := A;\A,, so ist (B,)>2, eine isotone Folge mit

lim B, = U B, = A\\N A, = A\ A
n—00 n=1 n=1

Also folgt:

p(ANA) = p(imB,) 2 limu(B,) = limp(A\A,)

n—oo

T [ = p(A)] = (A = (A

Nach Folgerung 2.8 (3) gilt? u(A;\A) = u(A;)—u(A). Damit ergibt sich:

(A1) — p(A) = p(Ar) = lim p(A,).

n—oo

4Beachte, dass p(A)<oo gilt, wegen ACA,, fiir alle n€IN.

25



Inhalt, Pramaf, Maf KAPITEL 2 MASSTHEORIE
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Subtraktion von p(A;) und Multiplikation mit —1 liefert die Behauptung.

iii) = iv): trivial.

iv) = iii): Sei (A4,)22; eine antitone Folge in R mit u(A,,)<oco und lim A, = A. Dann
konvergiert die Folge (A4,\A)%°, antiton gegen (). Wegen A,\A C A, ist aufgrund
der Isotonie von p mit p(A,) auch p(A,\A) immer endlich. Nach Voraussetzung
iv) folgt daher lim (A \A) = 0. Da auBerdem u(A) < u(A,) < oo gilt, kann die
Subtraktivitédtsregel (Folgerung 2.8 (3)) angewendet werden. Dies liefert p(A,\A) =
w(A,)—p(A) und daher:

0 = lim p(A,\A) = lim pu(A4,) — u(A) <= lim p(A,) = p(A)

n—oo n—oo n—o0

Es gentigt offensichtlich, die Implikation iv) = ii) nachzuweisen. Sei hierzu (A,)5
eine isotone Folge mit lim A,=:A € R. Dann ist (A\A,,)°, eine antitone Folge mit
Grenzwert () und nach Voraussetzung gilt daher:

0 = lim p(A\A,)
Wegen der Endlichkeit von  folgt 11(A,)<oo, so dass u(A\A,) = p(A)—u(A,) nach
Folgerung 2.8 (3) gilt. Dies liefert

0 = lim p(A\A,) = p(A) — lim pi(A,) = lim u(A,) = pu(4)

n—oo n—oo n—o0

Bemerkung 2.12

i)

ii)

Sei ) abzihlbar unendlich und R := {ACQ | A endlich V CA endlich}. Wir defi-

nieren p auf R durch

(4) = 0 falls A endlich
K | ~ falls CA endlich

Wie in Beispiel 2.3 iv) gesehen, ist p ein Inhalt, aber kein Pramafl auf R. p ist
nullstetig, d.h. erfiillt Eigenschaft iv) in Satz 2.11. Ist namlich (A,,)5°, eine antitone
Folge mit lim A, = () und p(A,) < 0o, so muss nach Definition von u schon p(A4,) =
0 fir alle n € IN gelten, woraus sich sofort nh_)ngo 1(A,) = 0 ergibt. Wiirde Eigenschaft
ii) aus Eigenschaft iv) folgen, wire p ein Priamafl wegen der bewiesenen Aquivalenz
ii) <= i), im Widerspruch zu Beispiel 2.3 iv). Ohne die Endlichkeitsbedingung

sind also die Eigenschaften i) - iv) in Satz 2.11 nicht dquivalent.

In Eigenschaft iii) von Satz 2.11 geniigt die Forderung u(A,)<oo fiir ein n€N, da
dann aufgrund der Antitonie schon p(A,,) < u(A,) < oo fur alle m > n folgt. O
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2.2. Das Lebesguesche Pramal3

Bevor wir die Theorie weiter verfolgen, soll als nichttriviales Beispiel der Fall 2 = R”
mit dem n-dimensionalen Elementarinhalt A" betrachtet werden. Wir zeigen, dass \"
ein Pramaf ist, welches wir spater (siehe Folgerung 2.23) zum Lebesgue-Borelschen Maf§
fortsetzen. Gleichzeitig soll uns dieser konkrete Fall in Abschnitt 2.3 als ,Muster® fir

unsere Vorstellung bei der Ubertragung auf beliebige € dienen.

Satz 2.13
Der Inhalt \™ auf §" ist ein Pramaf, das auch als n-dimensionales Lebesquesches Pramaf

bezeichnet wird. Ist n aus dem Kontext ersichtlich, bezeichnen wir es einfach mit A. [

Beweis:

Da A auf §" endlich ist, geniigt es nach Satz 2.11 die Nullstetigkeit von A nachzuwei-
sen, d.h. es ist zu zeigen, dass fiir jede antitone Folge (A,),>; von Figuren, die gegen ()
konvergiert, die Eigenschaft lim 1(Ay,)=0 erfillt ist.

Der Beweis erfolgt indirekt. Sei hierzu (Ay)72, eine antitone Folge von Figuren in §" mit

(%)  lm A(Ag) :;igﬂfq)\(Ak) =:0>0.

k—o00

Dann ist zu zeigen, dass Oﬁ Ay, # 0 gilt.

k=1
Da jede Figur Ay Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter Intervalle Iy, ..., I, € 3"
ist, kann durch entsprechendes Verkleinern dieser Intervalle eine Figur Fj € §" gewonnen

werden, mit Fj, C Aj und
AAg)=A(Fy) < 5-27k

k
Definiert man By, := ) F}, so ist (By),>, offenbar eine antitone Folge von Mengen, deren
j=1

topologischer Abschluss die Eigenschaft B, C F, C Ay fiir alle k € IN besitzt.
Wir zeigen nun noch, dass die Mengen By nichtleer sind, indem wir mittels vollstandiger

Induktion folgende Ungleichung fiir alle k& € IN nachweisen:
A Br) = MAg) = 0-(1—=27F) = A(Ay) =6 +6-27F > 0. (2.7)

Nach Definition (x) von § folgt ndmlich A(A)—0>0, woraus sich A(By)>0, also B0 fur
alle k € IN ergibt.
Fiir k=1 ist die Behauptung richtig, denn es gilt B; = F} und wegen 27! = 127! folgt

MAY) = AMF) €627 =6-(1-27") <= AXBy) = AXF) = MA4) —6-(1-271) .
Gelte nun die Behauptung fiir ein k€IN. Dann ergibt sich mit Folgerung 2.8 (2)

)\(Bk;+1) == )\(Fk+1mBk) - )\(Fk+1) + )\(Bk;) - )\(Fk+1UBk)
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Einsetzen der Induktionsvoraussetzung liefert
A Biy1) = M Frpr) + MAR) — 6-(1-27%) — \(Fr1UBy)
Da nach Wahl von Fy,; die Ungleichung A(Fiy1) = M(Agy1) — 6-27 %+ gilt, folgt weiter

M Bis1) = MApp)—0-27*D L X(A) — 0-(1-27F) — N(Fpp UBy)
= A(Agg) = 0-(1-27D) 4 A(Ag) = A(Fy1UBy)

Beachtet man nun noch, dass
FyUBy, C Ay UA, = Ay

und somit A(F1UBy) < A(Ag) gilt, folgt die Behauptung fur k+1.
Wegen der Kompaktheit der Bj, gilt nun nach Satz D.12 des Anhangs

0%\ Brc () A
k=1

k=1

2.3. Fortsetzung von Pramal3en

In der Praxis erfolgt die Messung einer Grofle mit Hilfe einer Mafleinheit und eines Mess-
verfahrens. , Besonders einfachen“ Mengen schreibt die MafBeinheit einen Inhalt zu. So
kann z.B. bei der Berechnung des Flacheninhaltes von ebenen Mengen ein Quadratzenti-
meter als Mafleinheit verwendet werden. Eine mogliche Messmethode zur Flachenberech-
nung komplizierterer Teilmengen des R? (Elemente einer o-Algebral!) besteht dann darin,
diese Menge durch ein Netz quadratischer oder rechteckiger Maschen (Figuren) zu iiber-
decken. Diese elementargeometrisch inspirierte ,, Erweiterungskonstruktion vom Pramafl
zum Maf3 lasst sich nicht nur fiir das Lebesguesche, sondern fiir alle Pramafle ;o auf einer
beliebigen Menge 2 durchfithren. Dies rechtfertigt im Nachhinein auch die Bezeichnung

Pramafl. Die Vorgehensweise erfolgt in 2 Schritten.

- Im ersten Schritt dehnen wir das Pramafl ;1 vom Ring R zu einer Funktion p* auf

ganz () aus. Aufgrund der Konstruktion nennt® man p* ein ,duBeres MaB

- Im zweiten Schritt wird p* auf die von R erzeugte o-Algebra o (R) eingeschrankt

und gezeigt, dass diese Einschrankung ein Maf ist, das auf 9 mit p iibereinstimmt.

Aufgrund der besseren Ubersichtlichkeit ziehen wir den zweiten Schritt (Satz 2.16) vor,
indem wir zunéchst den Begriff des aufleren Mafles definieren und zeigen, wie daraus ein

Maf} im Sinne von Definition 2.1 konstruiert werden kann.

5Trotz dieses Namens ist p* i.a. kein Maf im Sinne von Definition 2.1.
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Definition 2.14
a) Ist Q # 0, so heiBt eine numerische Funktion 7 : ((2) — R* ein dufleres Maf auf

2, wenn sie folgende Eigenschaften® besitzt:
i) n(®) =0
ii) n ist isoton, d.h. @1 C Q2 = N(Q1) < N(Q2).

iii) Fir jede Folge (Qr)72, in () gilt n(kUle) < Z n(Qk)

b) Ist n ein duBeres MaBl auf €2, so heifit eine Menge ACS) n-messbar, wenn gilt

vQe(Q) : n(QNA) + n(QNCA) < n(Q)

A" bezeichne die Menge aller n-messbaren Teilmengen von ). U

Bemerkung 2.15

Ist A € A" eine n-messbare Menge und betrachtet man in ¢O(2) fiir beliebiges QCS die
Folge QNA,QNCA, 1,0, ..., so folgt aus der Subadditivititseigenschaft iii) eines duBeren
MafBes:

n(Q) = n((@QNA) U (QNCA)) < n(QNA) +n(QNCA).

Daher ist A genau dann n-messbar, wenn fiir alle Q) € () gilt

1(Q) = n(QNA) + n(QNCA). (2.8)

Gleichung (2.8) besagt, dass A genau dann n-messbar ist, wenn fiir alle Mengen M;, Mo,
die sich durch A disjunkt trennen lassen, fiir die also M;CA und M,CCA gilt, die Addi-
tivitatseigenschaft n(M;UMs) = n(My) + n(Ms) erfillt ist. Speziell fir M; = QNA und

= QNCA erhilt man Gleichung (2.8). O

Das duflere Maf 7 stellt eine fiir alle Teilmengen von 2 erklarte numerische Funktion und
eine monotone subadditive Erweiterung von p dar, die i.a. nicht additiv also auch nicht
o-additiv ist. Das auflere Mafl n ist also kein Mafl im Sinne unserer Definition. Deshalb
schrankt man 7 auf das Mengensystem 27 ein, auf dem 1 noch o-additiv ist. Man sortiert

mit anderen Worten alle die Mengen aus, die die Nichtadditivitdt von n hervorrufen.

Satz 2.16
Sei n ein aufleres Mafl auf einer Menge ). Dann ist das System 27 aller n-messbaren
Mengen ACK) eine o-Algebra iiber €. Zudem ist die Restriktion von n auf 2" ein Maf3. [J

5Die Bezeichnung dufleres Mafl kann erst durch Satz 2.17, wo eine explizite Konstruktion eines dufleren
Mafes erfolgt, begriindet werden.

29



Fortsetzung von Pramafien KAPITEL 2 MASSTHEORIE

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass 20" ein vereinigungsstabiles Dynkin-System und damit nach

Satz 1.20 und Bemerkung 1.21 eine o-Algebra ist.

i) Fir alle Q € (Q) gilt:

n(Q) = 1(QNQ) + () = n(QNQ) + n(QNLQ)
Damit ist {2 nach Bemerkung 2.15 eine n-messbare Menge, d.h. 2 € 2".

ii) Sei A € A" beliebig. Dann gilt fir alle € (Q):

n(Q) = n(@NA) +n(QNCA) = n(QNCLA) + n(QNCA).
Daher ist auch CA n-messbar.

iii) Wir zeigen, dass 21" vereinigungsstabil ist, d.h. mit A, BEA" liegt auch AUB in A".

Zweimalige Anwendung der Definition der n-Messbarkeit von A und B fiir beliebiges
Q € ©O(Q) liefert:

n(Q) = n(QNA) +n(QNCA)
= n(QNANB) + n(QNANCB)

+ n(QNCANB) + n(QNCANCB) (2.9)
Ersetzt man in (2.9) nun @ durch @ N (AUB), so folgt:

n(Q@N(AUB)) = n(QNANB) + n(QNANCB) (2.10)
+ n(QNCANB) + n(0)

Setzt man die rechte Seite von Gleichung (2.10) in Gleichung (2.9) ein, folgt

n(Q) = n(Q@nN(AUB))+n(QNCANCB)
= n(Q N (AUB)) +n(Q N C(AUB))

Also ist auch A U B eine n-messbare Menge.

iv) Wendet man Gleichung (2.10) auf zwei disjunkte Mengen A, B € A" an, folgt wegen
ANB =), ANCB = A und CANB = B:

n(Q@ N (AUB)) = n(QNA) +n(QNB)

fiir paarweise disjunkte Mengen A; € A" folgt daher mittels vollstandiger Induktion:

1(QN UA) =S n(@na)

i=1
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Definiert man A:= U A;, so gilt Q\ U A; D Q\A fiir jedes @ € (). Aufgrund der

Isotonie von 1 und der vorher bew1esenen endlichen Additivitat von 7 folgt:
n@ = n(@n Y Ai) +n(Q\U 4))
=1
> Y n(QNA) +n(Q\A) (2.11)
1=1

Da gemaf} Definition 2.14 a) iii) fur d&uBere Mafle die Ungleichung
> n(@NA:) > n(QN U Ai) = n(QNA)
i=1 i=

gilt, liefert die Grenzwertbildung m — oo in Ungleichung (2.11):

e}

n(Q) = D_n(QNA;) +n(Q\A) = n(QNA) +n(Q\A) (2.12)

=1

Also ist A = U A; auch n-messbar, d.h. 27 ist ein vereinigungsstabiles Dynkinsys-

tem. Insbesondere gilt nach Bemerkung 2.15

n(Q) = n(QNA) +n(Q\A).

Wahlt man speziell Q = A = OLj A; liefert Ungleichung (2.12)
i=1

Ua) =Y 54
n( U A) 2l
also die o-Additivitat von n auf A", d.h. jen ist ein MaB. n

Wir wenden nun Satz 2.16 an und zeigen, dass zu jedem Prémaf} ein dufleres Maf} kon-
struiert werden kann. Die Konstruktion orientiert sich am zweidimensionalen Fall.

Ist Q C R? eine ebene Menge (siehe folgende Abbildung), wird man zur Berechnung
des auleres Mafles von () die Menge () durch ein Netz quadratischer oder rechteckiger
Maschen (2-dimensionalen Intervallen) tiberdecken. Die Flache dieses Netzes kann als
grobe Néaherung fir das auflere Mafl von () angesehen werden. Durch Verkleinerung der
Maschenbreite erhélt man bessere Naherungen, so dass es sich zur Verbesserung der Ap-
proximation anbietet, das Infimum tiber alle diese iiberdeckenden Netze zu bilden”. Wahlt
man im allgemeinen Fall als ,Maschen® die Elemente des zugrundeliegenden Rings, lasst

sich diese Konstruktion auch verallgemeinern.

"Wegen der Infimumsbildung miissen diese Maschen, auch wenn die Skizzen dies suggerieren, nicht unbe-
dingt disjunkt oder gleich grof sein!! Dies kann gleichzeitig als erste Warnung betrachtet werden, jede auf
der konkreten Vorstellung beruhende Argumentation im Bereich der Mafitheorie sorgféltig zu iiberpriifen.
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Satz 2.17 (Fortsetzungssatz)
Ist p ein Pramaf auf einem Ring R tiber (2, so existiert ein auBeres Mafl ¢ mit piy; = p.
Insbesondere kann p nach Satz 2.16 auf mindestens eine Weise zu einem Maf} auf die von

R erzeugte o-Algebra o (R) fortgesetzt werden. O

Beweis:
Fiir jede Menge @) C © bezeichne U die Menge aller abzéhlbaren(!) Uberdeckungen von
@ in R, d.h. die Menge aller Folgen (A;)?2; in R mit

Q C:leAk.
Wir definieren dann
+00 falls Ug =0
p(Q) = mf{ki_'flu(Ak) | (AR, €Uo} falls U #0
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und zeigen, dass p* ein duBeres Maf® ist.
i) Da die konstante Folge 0,0, 0, ... in Uy liegt, gilt p*(0) = 0.

ii) Ist Q1 C @2, so gilt Uy, C Uy, und daher aufgrund der Infimumbildung:

w(Qr) < 1 (Q2)

iii) Zum Beweis der dritten Eigenschaft eines duleren Mafes, namlich
w &Ule) <Y (Q)
= k=1

kann zunéchst p*(Qy) < oo, d.h. Uy, # 0 fir alle k£ € IN angenommen werden. Nach

Definition von p*(Qy) existiert zu beliebigem € > 0 eine Folge (Ay )50, in Up, mit:

S i Am) < (Qu) 427 -

m=1

Offensichtlich ist die Doppelfolge (Agm)ioo,_, eine Uberdeckung von oLij, d.h. sie
’ k=1

liegt in Z/{G , so dass nach Definition von p* gilt:

Qk
k=1

M*@le) <Y A

Da € > 0 beliebig war, gilt u* GJ:Q;C) < 5:1 1 (Qr)-

Zum Abschluss zeigen wir nun noch, dass | C A*" und damit o (R) C A*" gilt. Die
Einschrinkung von p* auf o (R) liefert dann das gesuchte MaB.

Sei dazu A€R. Wir zeigen, dass p*(Q) = p*(QNA)+ p*(QNCA) fiir alle Mengen Q€ ¢(12)
gilt, d.h. dass A p*-messbar ist. Hierzu kann offensichtlich 0.B.d.A. p*(Q) < oo, d.h.
Uy # () angenommen werden.

Wegen der endlichen Additivitat von p gilt fiir jedes R € fR:

p(R) = p(RNA) + p(RNCA)

8Falls man anstelle dieses dufleren MaBes mit einem analog definierten ,inneren“ MaB arbeitet, indem man
die Mengen ) von innen heraus approximiert, treten Probleme bei der dann erforderlichen Supremums-
bildung auf.
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und daher fiir jede Folge (Ax)%2, in L[Q

o0

k=1 k=1

Da die Folge (4;NA), in Ugna und die Folge (4,NCA)2, in Uyngy liegt, gilt

S (A = 3 u(ANA) + 3 (A N TA) > (@A) + (QNCA).
k=1

k=1 k=1
Da die Folge (A)32; in Ug beliebig war, gilt
1(Q) = Z p(Ay) = p*(QNA) + p*(QNCA).

(Ak)k 1€Z’IQ]§ 1

Nach Folgerung 2.9 gilt auflerdem p(A) < p*(A) und da die Folge A, 0,0, ... in Ua liegt,
gilt auch p*(A) < u(A), so dass p*(A) = p(A) fir alle A € R folgt. Damit ist p* auf o(R)
ein Mafl mit p = p. n

Es sollen nun noch ein paar Falle behandelt werden, in denen die Fortsetzung des Pra-

mafles in Satz 2.17 eindeutig ist.

Definition 2.18
Sei i ein Inhalt auf dem Ring R tber 2. p heifit

a) endlich, wenn u(A) < oo fiir alle A € R gilt.

b) o-endlich, wenn eine Folge (A),2% in PR existiert mit oLjAk:Q und p(Ag)<oo fir
k=1
alle k€IN. N

Bemerkung 2.19
i) Ist p ein endlicher Inhalt auf einem Ring R, so muss p nicht automatisch o-endlich
sein, da im allgemeinen nicht Q € R gilt. Ein Beispiel fiir diesen Sachverhalt erhélt
man fiir Q # () durch R = {0} und u(0) = 0.
Ist ;1 dagegen endlich und gilt Q € R, d.h. ist R eine Algebra, so ist u offensichtlich

auch o-endlich.

ii) w ist genau dann o-endlich, wenn eine isotone Folge (A)72; in R mit 2 :klim Ay
— 00
und p(Ay) < oo existiert.

iii) Ist u ein endliches bzw. o-endliches Maf auf (€2,2(), wird das Tripel (2,2, ) auch

als endlicher Mafiraum bzw. o-endlicher Mafraum bezeichnet. D

Beispiel 2.20

i) Das Lebesguesche Pramaf auf dem R" ist o-endlich und endlich. Betrachtet man die

Intervalle I,,,:=[—m, m[ (wobei m=(m, ..., m)), so gilt A\(I,,)<oo und OLjIm:]R".
m=1
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i) Sei Q@ # 0, A = O(Q) und ¢ das ZahlmaB auf A, d.h. ((A) := |A| (siehe Beispiel
2.3 1)). ( ist genau dann o-endlich, wenn 2 abzéhlbar oder endlich ist. N

Satz 2.21 (Eindeutigkeitssatz)

Sei € ein durchschnittsstabiler Erzeuger einer o-Algebra 2( iiber (2. In & existiere eine

Folge (E))%2, von Mengen mit OLjEk = Q. Sind pq, o zwei Mafle mit den Eigenschaften
k=1
i) VE€C : 1i(E) = pa(E)
i) VKEN : 1 (Ey) = pa(Ey) < o0,

so sind die beiden Mafle gleich, d.h. es gilt u; = py auf 2. N

Beweis:
Es sei F € € mit pu1(E) = pe(F) < co. Wir betrachten nun das System

Dp = {DeN | i (END) = uz(END)}.

Wie man leicht nachprift, ist ® p ein Dynkinsystem, das aufgrund der Durchschnittssta-
bilitdt von € und wegen ), = 2, das Mengensystem € enthélt. Daher gilt

6(¢) CcDp C
Wegen der Durchschnittsstabilitat von € gilt nach Satz 1.20 b) jedoch
0(€¢)=0(¢)=2
und daher
Dp =2
Betrachtet man nun die Folge (F})ken, definiert durch
Fy:=Ey, Fy:=E)\E,..., F,:=E\(F1U...UE,1),...,

so ist (F)ren eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 20 mit den Eigenschaften Fy, C FE
und U Fi, = U By, = Q. Ist A € A beliebig, so folgt wegen FiyNA € A =Dp,
k=1 k=1

Aus der o-Additivitat von pq und ps folgt damit schliefSlich:
m(A) = UFNA)) = 37 (FnA) = 3 pma(FnA)
= k=1 k=1
= p2( U(ENA)) = pa(4)

Daher gilt 1 = po auf 2. [
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Satz 2.22

Jedes o-endliche Pramaf} i auf einem Ring R in einer Menge (2 kann auf genau eine Weise
zu einem Maf} auf o (R) fortgesetzt werden. O
Beweis:

Wegen der o-Endlichkeit von p besitzt R alle Eigenschaften des Erzeugers € in Satz 2.21.g

Folgerung 2.23

Es gibt genau ein Mafi A" auf der o-Algebra o(§")=0(J"), das jedem Intervall 7€J"
seinen Elementarinhalt zuordnet. A" heifit das Lebesgue-Borelsche Mafl auf R™. Die von
den halboffenen Intervallen J" erzeugte o-Algebra heifit? die o-Algebra der Borelschen
Mengen ‘B". 0

Bemerkung 2.24
i) Das Tripel (R",B", \") wird als Lebesgue-Borelscher MafSraum bezeichnet.

ii) Das Lebesgue-Borelsche Maf} ist o-endlich. Allgemeiner gilt \*(B) < oo fir jede
beschrinkte Teilmenge BeB", da BCI fiir ein gentigend grofles I€J" gilt.

iii) Fir jede Menge C' € 8" besteht die Spur-o-Algebra C' N B" aus allen Borelschen
Teilmengen von C'. Die Restriktion von A" auf C' wird auch das Lebesgue-Borelsche
Maj$ auf C' genannt. N

Es soll nun noch die o-Algebra der Borelschen Mengen etwas néher untersucht werden,
insbesondere die Frage, ob topologisch interessante Mengen, wie offene, abgeschlossene

oder kompakte Mengen in ‘B" liegen.

Satz 2.25
Es bezeichne D" bzw. €" bzw. K" das System aller offenen bzw. abgeschlossenen bzw.

kompakten Teilmengen von R"™. Dann gilt:
B =0oJ") =0(9") =a(C") = o(R"). 0
Beweis:
Da jede kompakte Menge des R™ abgeschlossen ist, gilt
KrCce Co(e)
und damit

o(R") C o(€").

9Dass diese Bezeichnung im Sinne von Bemerkung ?? ??) angebracht ist, zeigt Satz 2.25.
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Da jede abgeschlossene Menge C' des R™ abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen ist
(zum Beispiel C' = U CNB,(0)), gilt auch
n=1

o(€") C a(RY),

also o(€") = o(R"). Da eine Menge genau dann offen ist, wenn ihr Komplement abge-

schlossen ist, gilt auflerdem
o(€") =o(O").

Wir zeigen abschlieBend noch, dass o(9") = o(J") gilt.
Ist [a,b] € J" und (ay)32, eine gegen a konvergierende Folge mit a; < a, so gilt

[e.e]

ﬂ]ak,b[: [a,b].

k=1
Da die Intervalle ]ayg, b] offen sind, gilt J* C o(9") und daher o(J") C o(O").
Da jedes offene Intervall |a, b] wiederum als Vereinigung einer Folge von Intervallen aus

J" dargestellt werden kann, z.B.

la,b] = kL:Jl[ak, b, wobei k]l_)IElo ar = a mit a; > a,
folgt O™ C o(J") und damit o(O") C o (J"), also o(O") = o (J"). n

Bemerkung 2.26
i) Ist (9,2, 1) ein MaBraum und A eine p-Nullmenge, d.h. gilt u(A) = 0, so ist zwar
jede zu A gehorende Teilmenge von A aus Isotoniegriinden selbst eine p-Nullmenge,
jedoch braucht nicht jede Teilmenge von A zu 2 zu gehoren.
Ist diese Eigenschaft erfiillt, d.h. gehort jede Teilmenge einer p-Nullmenge zu 2, so

nennt man p ein vollstandiges Maf.

ii) Prinzipiell kann jedes Maf§ p auf einer o-Algebra 2 iiber 2 vervollstédndigt werden.
Genauer gilt:
Es existiert ein vollstdndiges Mafl uo auf einer o-Algebra 2y, die 2 enthalt, mit
Mol = M- o ist minimal, d.h. es hat die Eigenschaft, dass jedes u fortsetzende,
vollstdndige Maf i/ auf einer o-Algebra 2 D 21 schon eine Fortsetzung von pyq ist.
20y besteht aus allen Mengen AUN mit A € A und N Teilmenge einer p-Nullmenge.
Fiir diese Mengen gilt p1o(AU N) = u(A).

iii) Die Vervollstandigung des Lebesgue-Borelschen Mafies R™ heifit Lebesguesches Maf
im R™ und die Mengen seines Definitionsbereiches heiflen Lebesgue-messbar. Die
zugehorigen Nullmengen heiflen Lebesgue-Nullmengen.

Beim Ubergang von den Borelschen Mengen zu den Lebesgue-messbaren Mengen
geht jedoch die in Satz 2.25 hergeleitete wichtige Eigenschaft der Borelschen Mengen

verloren, nur durch die Topologie des Raumes R™ bestimmt zu sein. U
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Bevor wir uns eingehender mit dem Lebesgue-Mafl beschaftigen, sollen zunachst in einem

Beispiel die Lebesgue-Mafle geometrisch einfacher Borelmengen berechnet werden.

Beispiel 2.27
i) Sei H eine zu einer Koordinatenachse des R™ orthogonale Hyperebene, d.h. gelte
H={zx=(z,...,7,) € R" |z, = a} = {a-e;} + {e;}* fiir ie{1,...,n}. Dann ist
H eine Lebesgue-Borelsche Nullmenge, d.h. es gilt A"(H) = 0.

Beweis:
Definiert man zu beliebigem € > 0 fiir £ € IN die Vektoren x, bzw. y, € R™ durch

i-te Komponente
1

x, = (—k,~k,....—k, & L —k,...,—k)

k

Y., = (kv ka---a k7a+27k'(2k)lin'€> k?"'? k)

so gilt offensichtlich

Hc [l yl
k=1

und

Ml y[) = (2k)" 71275 (2k) e = 27 e,

== | L ‘} Rk

: : ; ; {e;}+

—(k+1) —k k k+1

Nach Folgerung 2.9 erhélt man daher

Z)\ x,y[) = Z

Da e>0 beliebig war, folgt A\(H)=0. Wegen der Isotonie von Maflen ist damit auch

jede Borelsche Teilmenge der Hyperebene H eine Lebesgue-Borelsche Nullmenge. g

ii) Jede abzédhlbare Teilmenge des R" ist eine Lebesgue-Borelsche-Nullmenge. Insbe-
sondere gilt A\(Q") = 0.
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iii)

Beweis:

Wegen der o-Additivitat von Maflen gentigt es, den Fall einer einpunktigen Menge zu
betrachten, d.h. A({x}) = 0 zu zeigen. Als abgeschlossene Mengen sind einpunktige
Mengen in 8", also kann A({x}) berechnet werden. Da eine Hyperebene H wie in
Teil i) mit {&} C H gewahlt werden kann, gilt A\({z}) = 0. -

Sind a,b € R™ mit a < b, so gilt

A"([a,b]) = A"([a, b]) = A"(Ja, b]) = A" (]a, b).

Beweis:

Ist a=(ayq,...,a,), b=(by,...,b,) und definiert man fiir i=1, ..., n die Hyperebenen
H, = {xz=(x,...,x,) € R" |z, =a;}
Hy,, = {zx=(z,...,x,) € R" |z, =0},

so gilt offensichtlich
la,b[=[a,b]\(H,, U---UH, UH, U---UH,).

Da nach Teil i) dieses Beispiels A(H,,) = AM(H,,) =0 fir i = 1,...,n gilt, folgt
Aa, b)) = A([a, b]).

Wegen ]a,b[C [a,b[C [a,b] und ]a,b[Cla,b] C [a,b] gilt daher aufgrund der

Isotonie von Mafen
A(Ja, b]) = A([a, b]) = A(Ja, b]) = A([a, b]).
Man beachte hierbei, dass ]a, b] Borelsch ist, wegen

la,b] = la,b]\(H,, U---UH,,). =

2.4. Lebesgue-Stieltjes-Mal3e auf den Borelschen

Mengen von R

Es sollen nun noch die Mafle auf der o-Algebra B! der Borelschen Teilmengen in R

genauer charakterisiert werden. Hierbei lasst sich die Konstruktion des Lebesgue-Borel-

Mafles fast unverdndert iibertragen. Grundidee ist hierbei, das durch A([a,b]) = b—a
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definierte Lebesguemafl dadurch zu verallgemeinern, dass man fiir eine Funktion ¢ ein

Maf A, durch folgende Forderung erzeugt:

Ag([a, 0]) := g(b) — g(a)

Auf der ,Integralseite“ fithrt dies zum sog. Riemann-Stieltjes-Integral. Ist umgekehrt u
ein Mafl auf den Borelmengen, wird man versuchen, eine geeignete Funktion g mit der

Eigenschaft

p([a, b]) = Ay([a, b]) = g(b) — g(a)
zu finden.

Satz 2.28
Sei v ein MaB in R auf der o-Algebra B! = o(J).

a) Ist p auf J endlich, so existiert eine bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmte

isotone, linksseitig stetige reelle Funktion g mit u([a,b]) = g(b) — g(a).

b) Ist p auf B! = o(J) endlich, d.h. gilt u(R) < oo, so ist die Funktion g durch die
Forderung 0 < g < p(R) eindeutig bestimmt und besitzt in diesem Fall zusétzlich
die Eigenschaften

lim g(z)=0, lim g(x)= pu(R). 0

T—r—00 T—00

Beweis:
a) Sei u ein MaBl auf o (J), das endlich auf J ist. Wir definieren g : R — R durch!®:

p([0,z]) fur =z>0
—u([z,0]) fir x <0

Dann gilt fiir a < 0 < b:
pu([a, b[) = p([a, 0]) + p([0,b]) = —g(a) + g(b)
Fiir den Fall 0 < a < b folgt daraus nach Eigenschaft 2.8 (3) von p:

M([av bD = M([Oab[\[oaa[)

0Der Versuch, die Funktion g einfach durch g(z) = u([—o0, x[) zu definieren, scheitert, weil damit gerechnet
werden muss, dass p([—oo,x[) = oo gilt. Praktikabel ist dies jedoch bei endlichen Maflen, wie z.B.
Wahrscheinlichkeitsmafien. Dies niitzen wir in Teil b) des Beweises aus.
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Im Fall a < b < 0 folgt analog

u(at) = (e, 00\, 0])
= ,u([a,O[) —,u([b,O[)
= —gla) = (=g(b))

9(b) — g(a)
Die Isotonie von g ergibt sich aus folgenden Uberlegungen.

Fir 0 < z <y gilt [0, 2] C [0,y[ und daher wegen der Isotonie von p
g(x) = u((0, 2[) < u([0,y) = 9(y)
Im Fall z < 0 < y gilt g(z)<0 und g(y)>0 nach Definition von g, also

g(x) < g(y).

Schliefllich folgt aus x < y < 0 die Teilmengenbeziehung [2,0[ D [y, 0] und damit
w([z,0[) = p([y, 0]) oder dquivalent

9(x) = —p([z,0]) < —pu([y,0]) = g(y).

Wir zeigen nun die linksseitige Stetigkeit von g. Hierzu wéhlen wir x € R beliebig

o0

und betrachten zunéchst eine isotone Folge (z,)52; mit limz, = .
n—oo

Ist < 0, konvergieren die Intervalle [z, , 0] antiton gegen [z, 0] und da p stetig von

oben ist, folgt

lim ,u([:pn,O[) = M([l‘,OD,

n—oo

also

Tim g(z,) = lim —p((z,,0]) = —p((z, 0]) = g(z).
Analog zeigt man im Fall z > 0

Jim g(z,) = g(x).

Sei nun (z,)72, eine beliebige von links gegen x konvergierende Folge und € > 0
beliebig. Da die Folge (z — %);’0:1 isoton gegen x konvergiert, giltJLn&og(x—%) = g(x),

d.h. es existiert ein ny € IN mit

g(e—L) — 9] <.
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Da (z,)2, gegen x konvergiert, kann ein ko € IN bestimmt werden, mit

fir alle & > ko. Da g isoton ist, folgt fiir alle k& > kg

l9(2,) = 9(@)| < lg(a—7-) —g9(@)| < e

Also ist g linksseitig stetig.

Ist f eine weitere linksseitig stetige Funktion mit u([a,b]) = f(b) — f(a), so folgt
wegen ¢(0) =0im Fall b >0

f(b) = f(0) = u([0,b]) = g(b) — g(0) = g(b)

und im Fall b < 0

F(0) = f(b) = u([b, 0)) = 9(0) — g(b) = —g(b).

In beiden Fallen gilt also

f(b) = g(b) + f(0),
d.h. f =g+ C mit C = f(0).

Sei p auf B! = (J) endlich und sei f eine isotone und linksseitig stetige Funktion
mit p([a,b]) = f(b)—f(a) und der Eigenschaft 0 < f < p(R). Nach Beweisteil a)

gilt mit der dort konstruierten Funktion ¢

B B w([0,z[) fir x>0
ﬂ@—g@Hfm%—{_meDﬁHaKO}+ﬂ®

Mit folgender Uberlegung zeigen wir nun, dass f(0) = pu(]—o0,0[) gilt.
Nach Definition von g, den Stetigkeitseigenschaften des Mafles ;1 und f>0 folgt

u(l=00.0) < p(]=00,0) + lim_/(2)
= p(}=00,0) + lim_g(z) + £(0)
— (=00, 0) + lim_—pu([z, 0]) + £(0)
— (0)

Andererseits ergibt sich aus der Eigenschaft f < u(R)
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pl=0,0) > T f(2) — u(R) + u(]—00,0)
f(z)

= f(0)+ lim g(x) — pu(R)+ p(]—oc, 0]

Damit folgt schlielich

([0, z]) fur x>0

f(w)=9<f'3)+f<0):{ —u([0,2]) fir <0

} + p(]—00,0]) = p(]—o0, z[) ,
d.h. f ist eindeutig. -

Beispiel 2.29
i) Das Lebesgue-Borelsche Maf3 A auf (R, ) wird durch die Funktion ¢ : R — R mit

g(z) = x erzeugt.

ii) Sei €, dasim Punkt z,€R konzentrierte Einheitsmaf auf (R, (R)). €, wird durch
0 fir z <z,

die Heavyside-Funktion g : R — R mit g(z) = } erzeugt. O
1 fir z>ua,

Bemerkung 2.30
Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (R,*B), d.h. gilt u(R) = 1, so wird die geméaf Satz
2.28 durch _lim 9(z) = 0und lim g(z) =1 eindeutig bestimmte y darstellende Funktion

g als Verteilungsfunktion von p bezeichnet. Man beachte hierzu auch Bemerkung 3.10. [J

Satz 2.31

Jede linksseitig stetige, isotone Funktion g : R — R erzeugt auf (R,B) ein eindeutig
bestimmtes o-endliches Mafl \;, das nach Satz 2.28 die Funktion g selbst bis auf additive
Konstanten festlegt. Ist g auf R beschrankt, so ist A\, ein endliches Mafl. A, heifit das zu
g gehorende Lebesque-Stieltjes Mafs. ]

Beweis:
Sei g : R — R linksseitig stetig und isoton. Definiert man fir a < b € R

Ag([a, b)) := g(b) — g(a) ,

so ist Ay ein Inhalt auf dem Halbring J der Intervalle, der sich nach Satz 2.4 vermoge

M(B0) = L)
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auf den Ring der Figuren § = p(J) fortsetzen lasst. Aufgrund der linksseitigen Stetigkeit
von g, existiert zu jedem Intervall I = [a,b] und jedem € > 0 ein Intervall J = [a, ¢[ mit
J c I und

M (D) = A(J) = Ag([e,b]) = g(b) — g(c) < e.

Wie im Beweis von Satz 2.13 kann damit gezeigt werden, dass )\, nullstetig und damit
nach Satz 2.11 ein Pramaf auf § ist (A, ist auf § endlich).
Nach Satz 2.21 bzw. 2.22 kann dieses Pramaf} aufgrund der o-Endlichkeit auf genau eine

Weise zu einem Maf} auf 8 = o (J) fortgesetzt werden. -

Bemerkung 2.32
i) Verwendet man anstelle von J den Halbring der nach links offenen Intervalle |a, b]
(mit @ < b), so ist die linksseitige Stetigkeit entsprechend durch die rechtsseitige

Stetigkeit zu ersetzen.

ii) Die Sétze 2.28 und 2.31 liefern insbesondere, dass eine Bijektion zwischen den Wahr-
scheinlichkeitsmafien auf (R,B) und den Verteilungsfunktionen auf R besteht.

iii) Die Ergebnisse dieses Abschnittes kann man problemlos auf den n-dimensionalen
Fall der Borelmengen B" = o(J") iibertragen (s. z.B. Elstrodt, Kapitel II, §3, 5).

iv) Eine detailliertere Beweisanalyse der Satze 2.28 und 2.31 zeigt, dass die linksseitige
Stetigkeit nur fiir die o-Additivitat der Mafle benotigt wird. Genauer gilt:
Ist g : R — R isoton, so wird durch p,([a,b]) := g(b) — g(a) ein endlicher Inhalt

definiert. p1, ist genau dann ein Prémafl, wenn ¢ linksseitig stetig ist.

v) Sind g; und go zwei isotone Funktionen, so gilt offensichtlich

Agitga = Agi T Ags- N

Satz 2.33
Sei g : R — R linksseitig stetig und isoton. A\, bezeichne das zu g gehoérende Lebesgue-
Stieltjes-Maf. Dann gilt:

a) Ag({z,}) = lim_g(z) — g(x,).

x_>$0
b) A\;({z,}) =0 <= g stetig in z,.

c) g ist genau dann stetig, wenn \,(B)=0 gilt fiir alle abzahlbaren Borelmengen B. [
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Beweis:
a) Sei (z,)%°, eine von ,rechts* gegen z, konvergente Folge. Dann ist ([:co, T, [)Oo | eine
n=

antitone Folge von Intervallen mit
h_>m [x07xn[: N [xoaxn[: {1‘0}
n—oo n=1

Da ), stetig von oben ist, gilt daher

N({z,}) = A(lim [z, 2,[) = lim (g(z,) = g(z,)) = lim_g(z) — g(x,)

n— oo :B*X'L'g

b) Nach Teil a) gilt

N{z}) =0 <= lim+g(3:) = g(z,) <= g rechtsseitig stetig in z,.

93—>$0
Da g nach Voraussetzung linksseitig stetig ist, folgt die Behauptung.

c) Diese Aussage ist eine direkte Folgerung aus b). -

Satz 2.34

Zu jeder isotonen linksseitig stetigen Funktion g : R — R existieren eine linksseitig
stetige isotone Treppenfunktion g, : R — R mit abzahlbar vielen Sprungstellen und eine
isotone stetige Funktion g, : R — R, mit g = g,+ ¢,. Die Funktionen g, und g, sind bis auf
additive Konstanten eindeutig bestimmt, und fiir die zugehorigen Lebesgue-Stieltjes-Mafle
gilt Ay = Ag, + Ag.- [

Beweis:
Sei g eine isotone, linksseitig stetige Funktion. Da eine isotone Funktion nur abzahlbar
viele Unstetigkeitsstellen besitzt (sieche Anhang Satz C.16), bezeichne ®, = {z, | i € N}
die Menge aller Unstetigkeitsstellen von g und d; die zu x, gehérende Sprunghohe von g,
d.h.

ds == lim g(2) — g(s.).

zlz,

Fir das Mal €:= digi gilt offensichtlich

i€IN

0 falls z¢ 9,
d; falls x=um, o~ (B) %1:\1 &.(5) %;
x.€B

€({z}) = {

g, bezeichne die nach Satz 2.28 bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte isotone, links-
seitig stetige Funktion, mit € = A, . Da g, die gleichen Sprungstellen mit gleicher Sprung-

hohe wie g aufweist und zwischen zwei benachbarten Sprungstellen konstant ist, ist die
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Funktion g, := g — g, stetig. Aus dem gleichen Grund und wegen der Isotonie von g gilt
dann g(b)—g(a) = ¢,(b)—g,(a). Also ist g, ebenfalls isoton, denn fiir b > a folgt

9.0) = g.(a) = g(b)—g(a) — (g.(b)—g,(a)) >0,
d.h. g.(b) = g.(a). Damit erzeugt g ein Lebesgue-Stieltjes-Mafl und es gilt

2.32 v)
)‘g = )‘ngrgc = )‘gd + )‘gc- [

Bemerkung 2.35
i) Deutet man Mafle als Massenverteilung, so beschreibt A, in Satz 2.34 eine diskrete
Massenverteilung, bei der in den Punkten xz, die Masse d; platziert ist. A, stellt da-
gegen eine kontinuierliche Massenverteilung dar. Der letzte Satz besagt daher, dass
jede Massenverteilung auf R, bei welcher in jedem beschrénkten Intervall nur eine
endliche Masse vorhanden ist, als Uberlagerung einer diskreten und einer kontinu-

ierlichen Massenverteilung dargestellt werden kann.

ii) In Kapitel 4 werden wir sehen, dass

[ f@an @) = [ fa)dg()

gilt, wobei [ f(z)dg(z) das Riemann-Stieltjes-Integral der Funktion f bezeichnet. [



3. Messbare Abbildungen

Der Begriff des Messraumes weist eine starke Analogie zum Begriff des topologischen
Raumes auf. Dies ist ein 2-Tupel (£2,T), das aus einer Grundmenge 2 und einem Men-
gensystem T C (12) - den offenen Mengen - besteht (siehe Anhang, Definition D.4). Die
Topologie T enthalt die Mengen () und © und ist unter anderem gegeniiber beliebigen
Vereinigungen abgeschlossen.

Analog ist ein Messraum (€2,2) ein 2-Tupel, bestehend aus einer Grundmenge 2 und
einem Mengensystem 2 C {(€2), den messbaren Mengen (siehe Kapitel 1, Definition
1.2). Die o-Algebra 21 enthélt ) und  und ist unter anderem gegeniiber abziahlbaren
Vereinigungen abgeschlossen.

Bei der Arbeit mit topologischen Raumen spielt der Begriff der stetigen Abbildung eine
entscheidende Rolle. Dies sind Abbildungen die in gewisser Weise die Elemente der To-
pologie (die offenen Mengen) erhalten. Genauer gilt:

Sind (€2, %) und (£, F') zwei topologische Raume, so heifit eine Abbildung

[:(9,%) = (2,%)

stetig, wenn die Urbilder offener Mengen aus 2" wieder offen in €2 sind, d.h. wenn gilt
VO : fH0)e%

oder kiirzer
(¥ ce

Man beachte hierzu auch Definition D.16 des Anhangs. Die Analogie zwischen messbaren
und offenen Mengen findet auch bei Abbildungen ihre Fortsetzung und fiithrt zum Begriff
der messbaren Abbildung. Dies sind Funktionen, die in gewisser Weise die Elemente der
o-Algebra erhalten.

Im Folgenden bezeichnen (£2,2) und (£, ') zwei Messraume.

3.1. Messbare Abbildungen

Definition 3.1
Eine Abbildung f : (2,2) — (€, ) heifit A-A"-messbar, wenn gilt':

1) L

1Sind 2 und 2’ aus dem Kontext ersichtlich, spricht man von einer messbaren Abbildung.
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Ist (,2) = (R,B), so heiit f Borelmessbare oder reelle messbare Funktion?. Im Fall
V' =R = RU{+00, —o0}, A =B = o(BU{+00, —oo}) wird f als numerisch messbare
Funktion bezeichnet. O
Beispiel 3.2

i) Jede konstante Abbildung zwischen zwei beliebigen Messrdumen ist messbar.

ii) Sei (€2,2) ein Messraum und ACS). Dann ist die Indikatorfunktion (charakteristische
Funktion®) 14 : Q — R definiert durch

1 falls we A
Ts(w) =
0 falls wg A
genau dann Borelmessbar, wenn A € 2 gilt. (]

Satz 3.3
Es sei f:(Q,20) — (,2') eine Abbildung und & ein Erzeuger von 2. Dann gilt

f ist A-A'-messbar < f1(¢) C 2. 0

Beweis:
Aufgrund der Eigenschaften der Urbildmengenbildung f~! ist

Q' ={Q c| Q) A}

eine o-Algebra in €' (siehe auch Beispiel 1.3 vi)). Offensichtlich ist f genau dann messbar,
wenn A C Q' gilt. Dies ist jedoch genau dann erfullt, wenn ¢ C £’ gilt, d.h. wenn
S7HE) C A erfiillt ist. -

Beispiel 3.4
Ist f: R™ — R™ eine stetige Abbildung, so ist f nach Satz 3.3 automatisch B"-8™-

messbar, da die offenen Mengen nach Satz 2.25 ein Erzeugendensystem der Borelmengen
bilden. 0

Satz 3.5

Die Verkettung messbarer Abbildungen ist wieder messbar, d.h. sind die Abbildungen
fo(Q,2) = (922,2) und g : (922,20) — (3,A3) messbar, so ist die Abbildung
go f:(2q,A;) — (Qs3,23) ebenfalls messbar. O

2Ist (©,2A) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wird f : (Q,2) — (R,®B) auch als Zufallsvariable bzw. als
n-dimensionale Zufallsvariable im Fall (Q,A")=(R", B™) bezeichnet. Zufallsvariablen werden verwirren-
derweise meist mit den Grofibuchstaben XY, Z bezeichnet.

3In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird der Name Indikatorfunktion vorgezogen, da man dort unter der
charakteristischen Funktion die Fourier-Transformierte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung versteht.
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Beweis:

Sei A € A3 beliebig. Wegen der Messbarkeit von ¢ ist dann g~!(A) ein Element von 2s.
Aufgrund der Messbarkeit von f ist daher die Menge f~'(g7'(A)) ein Element von 2A;.
Wegen

(go /)71 (A) =" g7 (A))
ist damit die Messbarkeit von g o f gezeigt. n

Definition 3.6
Sei ((QZ, mi))ie[

Abbildungen einer Menge () in die einzelnen Mengen ();.

(Qi7 QLZ)

f—
— ;
—

eine Familie von Messrdumen und f; : Q — €, (i€1) eine Familie von

(ij Q[J)

Die kleinste o-Algebra 2, beztiglich der alle Abbildungen f; : (Q2,2() — (£2;,2;) messbar
sind, ist offensichtlich
o( U @),
el
Diese heifit die von den Abbildungen f; und den Messraumen (£2;,2l;) erzeugte o-Algebra

und man schreibt

o(fi,i€l). O

Bemerkung 3.7
Ist in der letzten Definition nur eine Abbildung f; : Q — (£4,%24;) gegeben, so gilt

o(fi) = @),
weil f;1(21;) eine o-Algebra ist. Ist nun 2l eine beliebige o-Algebra in ©, so ist die Abbil-
dung fi : (,24) — (1,2;) daher genau dann 2A-2;-messbar, wenn gilt:

o(fi) C 2 O

Satz 3.8

Sei f; : Q@ — (94, 2;) (i€I) eine Familie von Abbildungen einer Menge €2 in die Messraume
(Q:,20). g (Qo,Ao) — € sei eine Abbildung eines Messraumes (£29,2y) in die Menge €.
Die Abbildung g ist genau dann -0 (f;, 7€1)-messbar, wenn alle Abbildungen f; o g
Ap-2A;-messbar sind. O
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Beweis: (Qi’ le)

_—
i |
g / ' .
J \
(ij Ql])

Seien zuerst alle Abbildungen f; o g : (Q0, ) — (£2;,2;) messbar. Da das Mengensystem

¢:=U fi ()

i€l
ein Erzeugendensystem von o (f;;i€1) ist, geniigt es geméB Satz 3.3 zur Uberpriifung der

Ao-o (f;;i€1)-Messbarkeit von S zu zeigen, dass gilt
g HeE) A .

Sei hierzu E € €&. Nach Definition von € existieren dann ein 7€/ und ein A; € 2; mit
E = f'(4A).

Wegen der vorausgesetzten Messbarkeit von f; o g gilt dann jedoch
9 E) =g (i '(A) = (ficg) ' (A) € Ao.

Sei umgekehrt g eine Ap-o (f;; 1€1)-messbare Abbildung. Ist nun k€ beliebig, so ist nach
Bemerkung 3.7 die Abbildung fi : (Q,0(fi;i€l)) — (Q, ) messbar. Nach Satz 3.5 ist
fr 0 g damit Ay-RAx-messbar. =

3.2. Bildmale

Mit Hilfe messbarer Abbildungen konnen - wie der néchste Satz zeigt - auch Mafle auf

andere Mengen transportiert werden.

Satz 3.9
Sei f:(Q,2) — (Q, ") eine messbare Abbildung. Ist p ein Maf auf 2(, so wird durch die
Vorschrift

Al u(f7H(AY)

ein Mafl auf 2 definiert, das als Bild von pu oder Bildmaf von p unter der Abbildung f
bezeichnet wird. Man notiert es mit f(u), d.h. es gilt

F)(M) = u(f(M)) 0
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Beweis:
Da bekanntlich fiir die Urbildmengenabbildung f~*

I 0 4) = 074y

gilt, folgt die Behauptung, da mit jeder Folge (A})%2, paarweise disjunkter Mengen in A

auch (f71(A}))72, eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus 2 ist. -

Bemerkung 3.10
i) Wegen (go f)"'(A) = f~1(g7'(A)) ist die Konstruktion von BildmaBen transitiv,
d.h. das Bildmaf} von p unter g o f ist das Bildma8l von f(u) unter g, genauer:

(go f)(u) = g(f(u)).

ii) Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl und X : (2,2, 1) — (R, ) eine Zufallsvariable?,
wird das Bildmaf X (u) auch als Verteilung oder Wahrscheinlichkeitsgesetz von X
bzgl. des W-mafles p bezeichnet. Man schreibt dann oft px statt X (u). X(u) ist
dann ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R,8) und X (u)(M) = ,LL(X “Y(M ))
gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Zufallsvariable X Werte in M annimmt.
In Satz 2.28 wurde gezeigt, dass X (p) als Lebesgue-Stieltjes-MaBl A, darstellbar ist,
mit der Verteilungsfunktion g(x) = X(u)(]—oo,x[) = u(X’l(]—oo, :c[)) O

3.3. Eigenschaften des Lebesgue-Malies

Beispiel 3.11
i) Sei (©,20) = (,2A') = (R",B") der n-dimensionale Borelsche Messraum. p := \ sei
das zugehorige Lebesgue-Borelsche Maf. Fiir festes a € R" bezeichne T,, : R* — R"
die Translationsabbildung, gegeben durch

To(x) == x + a.

T, ist stetig, also messbar und bijektiv mit 7, ' = T',. Daher gilt fiir jedes Intervall
[b, c[€ 3" und das Bildma N'=T,(\):

N([b.e) = TuM([b.cl) = AT (B.e)) = ATa([b,e])
= M[b—a,c—al)
= A(b,c])

Daher stimmen A und das Bildmai N = T,()) auf J" tiberein, so dass nach Satz

2.21 auch A = X gilt. X ist translationsinvariant.

4Zum Begriff der Zufallsvariable siche Fufinote 2 auf Seite 47.
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iv)
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Fiir jede reelle Zahl reR\{0} und jede nattrliche Zahl pe{1,...,n} sei die lineare
Abbildung M, , : R" — R" definiert durch

1 - 00 0 - 0
: 1
0 - 1 0 0
M, (z1,...,2,) = 0 -~ 0 7 0 - 0
0 00 1 0
: Ln
0 00 0 1
= (@1 Ty 1, T Ty Tpidy ooy Tiy)-
Mit der gleichen Argumentation wie in Teil i) folgt
1
M,.(A) =— -\
’ Ir|
Fir a = (ay,...,a,)" € R® mit a; # 0 fiir i = 1,...,n definieren wir die lineare
Abbildung M, : R® — R" durch
ai 0 -~ 0 0 I
0 a2 . . 0 .
Mo(zy,..cozn) = . . . . ; = (@121, ..., ap1y).
0 0 an-1 0
0 0 0 an Tn

Es gilt offensichtlich M, = M, 4, 0 M3 4, 0 - -- 0 M, 4, und daher

Ma(A) = Mg, (Mg (.. (Myay () ... ) = ——— A=

= -
lay - - - an] | det(My,)]

Speziell fiir a = (r,...,r)T (r # 0) wird die Abbildung M, = r -id eine Homothetie
genannt und mit H, bezeichnet. Da H, fiir r = —1 die Spiegelung am Nullpunkt
ist, bedeutet dies wegen H_1(A) = X insbesondere, dass A spiegelungsinvariant ist.

In Satz 3.16 wird diese Invarianzeigenschaft auf Drehspiegelungen verallgemeinert.

Vgp : R — R" sei die lineare Abbildung, die die Variablen x, und x, vertauscht,
d.h.

Vip(@1, o) = (Z1, . oo, Tpe1, By Tpi1y - o Bgm1, Ty Tyl - -+ L)

Offensichtlich gilt V,,(A\)(I) = A({) fir alle I € J", woraus wieder die Invarianz
Vip(A) = A folgt. 0
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Bemerkung 3.12

Zusammen mit den linearen Abbildungen L,., : R® — R" (¢,p € {1,...,n},y €
R),definiert durch?

Lynp(x1, .. xn) = (1, ..., Tp1, Tp + 7+ Tgy Tpi1s - - -, Tn)
spielen die in Beispiel 3.11 eingefithrten Multiplikations- und Vertauschungsabbildungen
M, und V,, eine zentrale Rolle beim Gauf-Algorithmus. Dieser zeigt®, dass jede inver-
tierbare lineare Abbildung 7" : R™ — R" sich mit endlich vielen Vertauschungsoperatoren

und Operatoren der Form L, ., in einen Multiplikationsoperator M, iiberfiihren lasst,
d.h.es gibt Vs Vieaws Livngns - - - Loy Wd @ = (aq, ..., a,) € R™ (a; # 0) mit

= M,

To ‘/;?17(]1 © Lﬁlﬂﬂ@l © ‘/;?27(]2 © Lﬁzﬂ/z,@ ©---0 V;?k,% ° Lﬁ

oder aquivalent mit b = (i, cee i) unter der Beachtung von M, ! = Mj:

ai an,

ks VK

T = Vpl,m © Lﬁl,“ﬂ,(h © VpQ,QQ © Lﬁz,’yz,dz ©---0 Vpk,% © Lﬁ o Mp.

Wegen |det(V, )
1 _

= ‘det<T 1)| = |det<v;>17(h> ’ det<Lﬁ1ﬁ/1@1> """ det<Mb)‘

[ det(T)] 1
= |det(My)| = laran] -

ko Ve ke

=1 und det(Ly, ~, »;) = 1 folgt damit insbesondere

Die in Beispiel 3.11 i) festgestellte Translationsinvarianz des L-B-Mafles ist gewisserma-
Ben einzigartig. Der folgende Satz zeigt namlich, dass - bis auf konstante multiplikative
Faktoren - das [-B-Maf} das einzige translationsinvariante Maf§ auf B" ist.

W bezeichne im Folgenden den n-dimensionalen Einheitswiirfel im R™, d.h. W = [0,1]
mit 0 = (0,...,0) und 1 = (1,...,1).

Satz 3.13

Sei p ein translationsinvariantes Mafl auf den Borelmengen 8", d.h. gelte T, (1) = p fur
alle @ € R™. Ist o := p(W) < oo, so gilt

="\
Insbesondere ist das L-B-Mafl A" das einzige translationsinvariante Mafl u auf den Borel-
mengen B" mit p(W) = 1. O
Beweis:

Bezeichnet 37, die Menge aller Intervalle [a,b[ € J", deren Randpunkte @ und b nur
rationale Koordinaten besitzen, so zeigen wir, dass p und a-A auf Jr,, iibereinstimmen.
Da die Intervalle [—m, m[ fir m — oo isoton gegen R" konvergieren (hierbei definieren
wir m = (m,m,...,m)) konnen wir mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes 2.21 schliefen,

dass p = -\ auf o (Jn,) = B" gilt”.

rat

5Lp.~.q addiert das y-fache der Variablen z, zur Variablen z,,.
6Schindler, Mathematik B, Satz 6.167??

Tyn. ist wie 3" durchschnittsstabil und wie im Beweis von Satz 2.25 zeigt man, dass o(J7,) = B" gilt.
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Im ersten Schritt zeigen wir hierzu, dass fir % = (%, %, cee %) gilt

p(10.40) = a- A0, 4D

wobei m eine beliebige natiirliche Zahl ist. Hierzu zerlegen wir den Einheitswiirfel W =
[0,1[ in m™ disjunkte Teilwiirfel mit der Kantenldnge %

Diese Darstellung resultiert daraus, dass man das 1-dimensionale Intervall [0, 1] zerlegt in

0,1[=[0,L[U[L,2[U ... U [Z=L 1]

und beachtet, dass gilt:
W =1[0,1=1[0,1] x [0,1] x---x [0,1].
Man erhalt dann fir W die disjunkte Zerlegung

W= Jlrr+i[ mit K={0,L1, 2 .. =1}"

Yo mo
rekK

Aufgrund der Additivitdat von pu folgt:

pW)=a =Y plrril) = X (70, 5D):

rekK rekK

Wegen der Translationsinvarianz von p folgt wegen |K| = m"™ weiter
o= 3 n(l0&1) =m"- ([0, £1),

also
,u<[0, %[) —a- = )\<[0, %[)

Als néchstes zeigen wir, dass die entsprechende Aussage, d.h.

#((0,b]) = a-A([0, b]).

fir jedes 0 < b € Q" gilt. Hierzu beachte man, dass fir jedes 0 < b € Q" durch

Ubergang zum Hauptnenner ein m € IN gewdhlt werden kann, so dass fiir geeignete
]{Zl, k27 ey kn S INO gllt

b ()
Es ist daher
[0,b] = [0, 5[ x [0, 22 x ... x [0,%]

Zerlegt man nun wie vorher jedes 1-dimensionale Intervall [0, %[ in k; disjunkte Teilinter-

m

valle, d.h. setzt man firt=1,...,n
[0, 5] = [0, 5 [U [, 2V .ol U [t ]
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erhdlt man fur das n-dimensionale Intervall [0, b[ die Zerlegung

0,b[= Jr,r+5[ mit K={0,1,...,k—1} x---x{0,1,...,k,—1}.

rekK

Die Additivitat und Translationsinvarianz von u ergibt dann wegen |K| =k - ko -k,

p(l0.6) = = p(lrr+ &)

= % (Tl D)

= Soe(0)

= S (0al) = oss
= a-X([0,b]).

Sind schliellich a,b € Q™ mit a < b, so folgt aus der Translationsinvarianz von p und A

p(la, b[) = u([0,b—a[) = a - A([0,b—al) = a - A([a, b]). »
Bemerkung 3.14

Die Aussagen von Satz 3.13 bleiben giiltig, wenn man den zur Normierung benétigten
Einheitswiirfel W gleich [0, 1], ]0,1], [0, 1] bzw. ]0, 1] setzt. Dies folgt aus der in Beispiel
2.27 iii) hergeleiteten Gleichheit

A([0,1]) = A(J0,1]) = A([0,1]) = A(Jo, 1]).
Um weitere Invarianzeigenschaften des L-B-Mafles herzuleiten, betrachten wir im Folgen-
den Abbildungen, die die Kongruenz in der klassischen Geometrie beschreiben. U

Definition 3.15
Punktmengen, die durch Isometrien ineinander iiberfiihrt werden, heiflen kongruent. Eine
Isometrie (Bewegung) des R™ ist dabei eine Abbildung 7' : R — R™, mit der Eigenschaft®

Ve,y € R": ||T(x) - T(y)| = |z -yl 0

Bemerkung 3.16
i) Isometrische Abbildungen sind winkeltreu, d.h. der Winkel zwischen zwei Halbge-

raden mit gleichen Anfangspunkten bleibt erhalten.

ii) Jede Isometrie ist darstellbar als Komposition einer orthogonalen linearen Abbil-

dung (geometrisch eine Drehung oder Drehspiegelung) und einer Translation. [

8||.|| bezeichnet hierbei die euklidische Norm des R™.
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Satz 3.17
Das L-B-Ma# ist bewegungsinvariant, d.h. fiir jede Bewegung 7" und Borelmenge A gilt:

MT(A)) = MA) <= \=T"1(\). 0

Beweis:
Wir betrachten zunachst eine Bewegung 7' : R® — R™ mit 7'(0) = 0, d.h. T" ist nach
Bemerkung 3.16 ii) eine rein orthogonale lineare Abbildung. Wir zeigen, dass T'(\) in

diesem Fall ein translationsinvariantes Maf ist. Ist ndmlich @ € R", so gilt fiir b = T~ (a):
TooT(x)=T(x) +a=T(x)+T(b) =T(x+b) =To0Thz),

d.h. esist :
TooT =T oT,.

Da das L-B-Ma#f translationsinvariant ist, folgt
Ta(T(N) = T(T(A) = T(N).

Damit ist g := T(\) ein translationsinvariantes MaB. Da T und T~! stetig sind, ist
T~ (W) eine beschrinkte Menge (W = Einheitswiirfel), also mit endlichem L-B-MaS8:

00 > N(T™H(W)) = T(A(W)) = p(W).

Nach Satz 3.13 gilt also T'(A\) = u = « - A und es bleibt daher a = 1 zu zeigen.
Wir betrachten hierzu die abgeschlossene Einheitskugel K mit Mittelpunkt 0. Da mit T’

auch T~! eine Isometrie ist, gilt
TYK) =K.

Aus T'(\) = a - A folgt somit

_ 1
3 =

Nun gilt A(K) < oo und wegen [—~n"2,n 2] C K - mit der Bezeichnung n~
(n"2,n73,...,n"2) € R" - auch A(K) # 0, woraus o = 1 folgt.

Betrachtet man nun den Fall einer beliebigen Bewegung 7' und setzt ¢ := T'(0), so ist
S :=T_.oT eine Bewegung mit S(0) = 0. Fur diese gilt - wie gerade bewiesen - S(\) = A.
Damit folgt T'= T, o .S und daher

TA) = (Te o S)(A) = Te(S(N) = Te(A) = A.
Da mit jeder Bewegung des R™ auch T~! eine Bewegung ist, gilt 771(\) = ), d.h.

VAE%WA@M»:A«TU1@»:T1Qm®:AM)
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Bemerkung 3.18

In der Form A\(T(A)) = A(A) besagt Satz 3.17 nichts anderes, als dass je zwei kongru-
ente Borelsche Mengen im R"™ dasselbe n-dimensionale Lebesguesche Maf§ besitzen. Dies
ist die maftheoretische Fassung des in der Einleitung formulierten elementargeometri-
schen Kongruenzprinzips. Das L-B-Maf ist damit als Begriff der euklidischen Geometrie

erkannt. 0

Beispiel 3.19
i) Jede Hyperebene H C R" ist eine L-B-Nullmenge. Dies ergibt sich aus Beispiel 2.27
i), da zu H eine Bewegung existiert, die H in eine zu einer Koordinatenachse des

R™ orthogonalen Hyperebene tiberfiihrt.

ii) Jeder abgeschlossene oder offene Quader (Q € R™ mit den Kantenldngen ¢, ..., ¢,
hat das Lebesguesche Mafl ¢; - ¢5---/,. Dies ergibt sich daraus, dass jeder solche
Quader durch eine Bewegung in ein Intervall der Form |[a, b], [a, b], |a, b] oder |a, b]

tberfithren lasst und wenn man Beispiel 2.27 ii) betrachtet. N

Die in 3.17 verwendete Beweismethode lasst sich durch eine Modifikation auf beliebige

lineare Abbildungen 7" : R™ — R" iibertragen.

Satz 3.20
Fiir jede bijektive lineare Abbildung 7" : R™ — R™ und jede Borelsche Menge A € R™ gilt

A(T(4)) = | det(T)] - A(A)

oder dquivalent

1
T(\) = Tdet (] A
Speziell ist A invariant gegeniiber allen linearen Abbildungen 7" mit | det(7)| = 1. O
Beweis:

Sei T : R™ — R™ eine beliebige invertierbare lineare Abbildung. Wie im Beweis von Satz
3.16 zeigt man, dass fir alle @ € R" und b :=T"'(a)

T,oT =ToTy

gilt, woraus sich

ergibt. Damit ist 7'()\) ein translationsinvariantes Mafl auf den Borelmengen. Wegen der
Stetigkeit von T~ ist T~(WW) eine nichtleere, offene und beschrénkte (Borel-)menge, die
damit ein Intervall I # () enthalt. Es gilt daher

0 < f(T):=TNW)=NT"(W)) < +o0

57



FEigenschaften des Lebesgue-Mafies KAPITEL 3 MASSTHEORIE

Nach Satz 3.13 folgt
T() = f(T) A

Wir zeigen nun, dass f(SoT) = f(S)- f(T) und damit insbesondere f(T~') = f(T)~!

gilt. Seien hierzu S, T : R" — R"™ zwei bijektive lineare Abbildungen. Setzt man nun
si=f(S)7%,  ti=f(T)"

und betrachtet die Homothetien H; und H;(siehe Beispiel 3.11 iii), so gilt (wegen H; = ¢-1)
SoH,=H;,0S8

sowie
H,o Hy, = Hys

Wegen H;(A) =t~ - A folgt damit:

F(SoT)- A = (SoT)(N) = S(T(N) = S(F(T) - X) = St ))
— S(H)(N) = (S0 H)(A) = (H, 0 S)()
— HL(SOV) = Hils™ - X) = Hi(H,(\)
= (Ht © Hs)O‘) = Hst<)‘>
— (st) "\ = f(8) - F(T) -\
Aus A\(W) =1 folgt damit

f(50T) = f(5)- F(T).

Im néachsten Schritt berechnen wir f(L, . ,) fir die in Bemerkung 3.12 eingefiihrte lineare

Abbildung

Lyop(x, .o mn) = (21, ., Zp1, Tp + 7 - Ty Tpt1, - -+ Tny).

Mit der Multiplikationsabbildung M, . (siche Beispiel 3.11 ii) gilt fiir alle o # 0 die leicht

einzusehende Relation

Lyop=Myq10Lg1p0 Mg,
Wegen M, = ﬁ A, dhe f(M,,) = ﬁ folgt daraus fiir alle o # 0

f(Lgap) = [(Mga-1)- f(L q1p) - f(Myq)
= lal F(Larp) 1
= [(Lg1p)
Wegen 1 = L, 00 Ly —ap und f(1) =1 folgt damit fir o # 0

1 = f(ﬂ) = f(Lq,a,p) ’ f(qu—Oévp)
= f(Lq,l,p) ’ f(Lq,Lp)a
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woraus sich wegen f(Lg1,) > 0 fir alle « € R\{0} ergibt:

1= f(Lq,Lp) - f(Lq,a,p)-
Wegen Ly, = 1 gilt f(Lya,) =1 fir alle « € R. Bestimmt man nun - wie in Bemerkung
3.12 gesehen - geeignet gewahlte p;, q;, Vi, D, ¢; mit

T 0 Vg © Lgiyipn © - © Ly, = Ma,
50 fOlgt wegen f<vl7uqz> = f(Lqu/i,ﬁi) =1 und f(T o S) = f(T) ’ f(S>

f(T)-1...1= f(M,).
Nach Beispiel 3.11 iii) ist jedoch f(M,) = Tdot (0]

auBerdem | det(M,)| = |det(T)| gilt, erhalt man damit

f(T) = f(Ma) = |det(My)| | det(T)|

und - da nach Bemerkung 3.12

Bemerkung 3.21
i) Der Beweis von Satz 3.20 zeigt insbesondere, dass A(meq([a, b[)) = A\[a, b]) gilt.
Da geometrisch gesehen L, ., , zu einer Scherung des Intervalls in Richtung der z,-
Achse fithrt (siehe zweidimensionale Graphik), erweist sich dies als bekanntes Fla-
cheninvarianzproblem aus der Elementargeometrie.

)

Az, {

le2

T

—— —— 1
Az, Az,
ii) Es liegt nahe, Satz 3.20 auf beliebige, also auch nichtinvertierbare lineare Abbildun-
gen T auszudehnen, da Bild(7') = T'(R") im Falle der Nichtinvertierbarkeit maxi-
mal die Dimension n—1 hat, also eine Hyperebene des R™ ist. (Vergleiche Schindler,
Mathematik B, Satz 3.11) und diese nach Beispiel 3.19 das Mal 0 haben. Dies
scheitert daran, dass schon bei elementaren linearen Abbildungen 7" im allgemeinen
Borelmengen A nicht auf Borelmengen abgebildet werden und daher die Gleichung
MT(A)) = |det(T)| - M(A) = 0- A(A) = 0 keinen Sinn ergibt, wenn T'(A) keine
Borelmenge ist. Im Falle der Invertierbarkeit von T wird dies durch die Stetigkeit

von T—! garantiert (T(A) = (T~1)~1(A)).

Satz 3.20 gilt jedoch fiir alle linearen Abbildungen 7', wenn man zum Lebesgue-Maf3,
d.h. zur Vervollstandigung des L-B-Mafles tibergeht, da in diesem Fall Teilmengen
von A-Nullmengen (ndmlich der Hyperebene T'(R™)) automatisch wieder messbare

A-Nullmengen sind.
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iii) Sind 2 und ' offene Teilmengen des R™ und ¢ : {2 — €)' eine 1-mal stetig differen-
zierbare Abbildung mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung ¢~ (kurz: ¢ ist
ein Diffeomorphismus), so lasst sich nach der klassischen Differentialrechnung ¢ in
jedem Punkt zy € © durch die lineare Abbildung (bzw. Matrix) ¢'(xy) approximie-
ren. Es ist daher nicht weiter verwunderlich, dass man folgendes Transformations-
verhalten fiir das L-B-Maf} beweisen kann”:

1
#de) = fas) A

oder aquivalent
¢ (Aar) = [ det(¢)] - Ao 0

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch die Frage beantwortet werden, ob die o-Algebra

der Borelmengen mit der Potenzmenge D(R™) iibereinstimmt.

Satz 3.22
Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt B # (©O(R") O

Beweis:

Wir definieren auf R" eine Aquivalenzrelation ~ durch
T~y <= xz—yec Q"

Wie bei jeder Aquivalenzrelation wird hierdurch R™ in ein disjunktes System von Aqui-
valenzklassen zerlegt. Bezeichnen wir fiir € R" mit [x] die Aquivalenzklasse, zu der x

gehort, so gilt

@] =z + Q" = {z+q|qcQ"}

und zwei Aquivalenzklassen [z] und [y] sind genau dann disjunkt, wenn & und y nicht
dquivalent sind. AuBerdem gilt aufgrund der Transitivititseigenschaft von Aquivalenzre-

lationen:
2] =ly] < [z]N[Yyl#0 <= z~y.

Insbesondere gilt:

Da zu jeder reellen Zahl z eine rationale Zahl ¢ existiert mit x+q € [0, 1], liegt in jeder
Aquivalenzklasse [z] = & + Q" ein Punkt z € [0, 1[. Daher kann jede Aquivalenzklasse in
der Form [z] mit z € [0, 1] dargestellt werden. Insbesondere kann eine Menge K C [0, 1]

9siche Rudin, Principles of Mathematical Analysis, Theorem 10.9
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gewihlt werden, deren Elemente alle Aquivalenzklassen liefern, wobei jede Aquivalenz-
klasse genau einmal auftritt. Die Menge K besteht also aus paarweise nicht aquivalenten
Elementen, so dass die Menge K mit jeder Aquivalenzklasse genau einen Schnittpunkt

hat. Es gilt dann wegen den Eigenschaften von K

R"= (J [kl = ®k+Q") = | (K+q). (3.1)

keK keK qeQn

AuBlerdem gilt

Va1, g2 € Q"1 q1 # ¢ = (i +K) N (qe+K) =0,

denn aus q;+k = qo+k' (k,k'eK) wirde k—k' = g;—q, € Q" folgen, d.h. k ~ k' und
somit k = k' im Widerspruch zu q; # q».

Wir zeigen nun, dass K nicht borelmessbar ist.

Wire K eine Borelmenge, so wiirde aufgrund der Abzéhlbarkeit von Q", der o-Additivitat
von A, Gleichung (3.1) und der Disjunktheit der Mengen g+ K:

+00 = A(R") = > Ag+K).
qeqQ™
Wegen der Translationsinvarianz von A gilt A\(g+K) = A(K), also
oo = 3 A(K),
qeQ”

woraus A(K) > 0 folgt.
Wegen K C [0, 1] gilt andererseits y+K C [0, 2] fir alle y € [0, 1] und damit
Uy+K) c[0,2].
y€[0,1[NQ"
Die o-Additivitdt von A und die Disjunktheit der Mengen y+ K liefert dann
2 AMy+K) < AM[0,2)) =2" < o0
y€[0,1[NQ"
Aus A(y+K) = A\(K) folgt dann
SAK) < 2"
y€[0,1[NQ™

Da eine unendliche Summe {iiber eine konstante Gréfle nur endlich sein kann, wenn diese

Konstante gleich Null ist, folgt

im Widerspruch zum vorher gezeigten A\(K) > 0. K kann daher keine Borelsche Menge

sein. -

61






4. Integrationstheorie

Im Folgenden sei ein beliebiger Mafiraum (€2, 2L, ) fest vorgegeben. Wir stellen uns nun die
Aufgabe, einer moglichst grofien Zahl numerischer Funktionen auf €2 ein Integral zuzuord-
nen. Die Vorgehensweise folgt dabei analog der Vervollstindigung eines Elementarinhalts
zu einem Maf, wie z.B. beim Lebesgue-Borel-Maf.

Man gibt sich zunéchst das Integral von Elementarfunktionen vor (diese entsprechen den
Rechtecken beim Inhalts- bzw. Mafibegriff) und tiber eine geeignete Supremumsbildung
erweitert man dieses Elementarintegral auf eine méglichst grofle Menge von Funktionen.
Dieser Ubergang vom Riemann- zum Lebesgue-Integral ist von der gleichen fundamenta-
len Bedeutung wie der Ubergang von den rationalen zu den reellen Zahlen.
Ausgangspunkt fiir die allgemeine Integraldefinition ist, dass sich Mengen A und ihre
Indikatorfunktionen 11 4 umkehrbar eindeutig entsprechen, so dass man das Integral der
Indikatorfunktion 14 als p(A) definieren wird. Im néchsten Schritt wird dann diese De-
finition auf Stufenfunktionen, d.h. auf Linearkombinationen solcher Indikatorfunktionen

ausgedehnt, also auf Funktionen der Form
> iy, (A, ..., A, paarweise disjunkt).
i=1

Da in diesem Kapitel die messbaren numerischen Funktionen im Vordergrund stehen (siehe

hierzu Definition 3.1), sollen zunéchst ihre wesentlichen Eigenschaften behandelt werden.

4.1. Messbare numerische Funktionen

Kompaktifiziert man R durch Hinzunahme der ,idealen* Punkte 400 und —oo zur Menge
R, so nennt man diejenigen Mengen A C R* Borelsch in R, welche A N R € B erfiillen.
Dies sind also genau die Mengen B, BU {400}, BU {—00}, BU {—00, +00} mit B € ‘B.
Das System 28* dieser Mengen ist daher eine o-Algebra mit 98 als Spur in R, d.h. es gilt

R NB* =B.

Ist (€,2A) ein Messraum, so wird eine 2A-B*-messbare Funktion f : Q@ — R* als
messbare numerische Funktion (siche Definition 3.1) bezeichnet. 9 = 9(Q2,2A) bzw.
Mt = MT(Q,A) bezeichne die Menge aller bzw. aller nichtnegativen messbaren numeri-

schen Funktionen.
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Definition 4.1
Sind f, g numerische Funktionen auf €2, so verwenden wir folgende abkiirzende Schreib-

{f < g} ={we] f(w) < g(w)}.

Die Mengen {f < g},{f > g}, {f = g}, {f = g}, {f # g} usw. sind analog definiert. Ist
speziell g konstant a€R*, erhalt man Mengen der Form {f < o},{f > a},{f #a}. O

Satz 4.2
a) Eine numerische Funktion f auf €2 ist genau dann 2A-B*-messbar, wenn eine der

folgenden vier dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:
) VaeR:{f>a} e
) VaeR:{f>a}e

iii) Vae R: {f <a} e

iv) Ve R: {f<a} e

ii

b) Fir zwei 2A-B*-messbare Funktionen f,g : 2 — R liegen die Mengen
{f<g} {f<g}, {f=g} und {f#g} in A .

Beweis:
a) Wir beweisen zunéchst, dass f genau dann 2(-messbar ist, wenn {f>a} € 2 fiir alle

a€R gilt. Im zweiten Schritt zeigen wir dann die Aquivalenz der Aussagen i) - iv).

Zum Beweis des ersten Schrittes zeigen wir, dass das System €* := {[«a, +00] | a€R}
ein Erzeugendensystem von 98* ist. Da offensichtlich o (&*) C B* gilt, ist nur die

umgekehrte Teilmengenbeziehung zu zeigen.

Wegen |a, f[= [a, +00]\[3, +0o0] gilt fiir die Menge J' der Intervalle
J CRNo(e)

und da R N o (€&*) eine o-Algebra ist (siehe Beispiel 1.3 iii)), folgt
o) =B CcRnNo(e),

Die einpunktigen Mengen

{+o0} = ﬁ [k, +oc] und {—oc} = fj Cl—k, +o0]

liegen ebenfalls in o (€*). Mit jeder Menge @ € o(€*) liegt damit auch die Menge
Q\{+00,—0c} =RNQ in o(¢*), d.h. es gilt

RN o(E) C o(e).
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Wegen {+00} € /(@) und {—o0} € or(€¢*) gilt damit
B U{{-o0}, {+oc}} C o(€") C B
und folglich
B =0 (BU{{-oc}, {+o0}}) C o(€") C B,
also
o(€) = B*.

Da €* ein Erzeugendensystem von B* darstellt, ist nach Satz 3.3 die Messbarkeit

von f dquivalent zur Aussage
VEce& : fHE)c
Da jedes E € €* von der Form [a, +00] ist und auflerdem gilt

F (o, +o0]) = {weQ | f(w) = a} = {f > o},

ist damit die Aquivalenz der Messbarkeit und Aussage i) bewiesen.

Die Aquivalenz der Aussagen i) - iv) folgt nun aus den vier Mengenbezichungen:
D {f >0} = U{f>ath)
2) {f <o} =C{/>a)
3) {f<a}= U{f <o}
1) {f 20} =C{/<a)

b) Da Q abzahlbar ist, ergibt sich die 2A-Messbarkeit der Mengen { f<g},{f<g},{f=¢g}
und {f#g} aus Teil a) dieses Satzes und folgenden vier Beziehungen:

1) {f<g}= qgQ{f<q} N{q<g}

2) {f<g} =C{f>g} =C{y</}
3) {f=g} ={f<g} n{g<f}
4) {f#9} =C{f=g} »

Bemerkung 4.3

In Satz 4.2 kann aquivalent auch o € R* gefordert werden. 0
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Satz 4.4
a) Sei (fr)72, eine Folge A-B*-messbarer Funktionen auf 2. Dann ist jede der folgenden

Funktionen!' A-B*-messbar:

i) sup f ii) inf f iii) limsup fj iv) liminf fj
keN kelN k—o00

k—o00
Konvergiert die Folge (fx)72, punktweise auf 2, so ist insbesondere auch die Funk-

tion klim fr eine A-B*-messbare Funktion.
—00

b) Sind die Funktionen fi, ..., fy 2A-B*-messbar, so auch das Mazimum fi V -V fi

(obere Einhiillende) und das Minimum fi A --- A fi (untere Einhiillende) messbar.

¢) f:Q — R ist genau dann A-messbar, wenn sowohl ihr Positivteil f* := f V0
als auch ihr Negativteil f~ = (—f)T A-B*-messbar ist. Ferner folgt aus der 2A-5*-
Messbarkeit von f stets die A-B*-Messbarkeit des Absolutbetrages |f| = fV (—f).
d) Sind f,g: Q — R zwei A-B*-messbare Funktionen, so gilt

i) f+ g ist A-B*-messbar (sofern iiberall auf Q definiert)

ii) f— g ist A-B*-messbar (sofern iiberall auf Q2 definiert)

iii) f - g ist A-B*-messbar (mit der Konvention 0 - 0o := 0)
Insbesondere ist a - f 4 - g (sofern iiberall auf Q definiert) 2A-B*-messbar. W

Beweis:

a) 1) sup fr ist messbar, weil
kelN

{2161]13 fe <af= kﬁl{fk <a}

gilt und weil nach Satz 4.2 a) jede der Mengen {f; < a} in 2 liegt.

ii) Wegen —f < @ <= f > —a sind die Funktionen — f; messbar und damit
auch die Funktionen /%nﬂf\I fr = —sup( fr)-
€

iii) iv) Wegen
limsup fr = inf sup f,, und hm mf fr =supinf f,,

k—o0 kelN m>k kelN m>k

sind auch lim sup f; und hm mf fr messbar.
k—o0

Konvergiert die Funktionenfolge f; punktweise, gilt
lim f}, = limsup f;, = hmmf fr,

woraus insbesondere die Messbarkeit von klim fr folgt.
— 00

'Die Funktionen sind dabei punktweise definiert, also z.B. (limsup fk) () = limsup fx ().
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b)

c)

Betrachtet man die Folge fi, fo, f3,-- -, f&, fx, fx,---, S0 ist das Supremum bzw.
Infimum dieser Folge gerade die Funktion f; V---V fi bzw. fi A--- A fi, die damit

nach Teil a) messbar sind.

Mit g ist fiir alle reellen Zahlen r, s auch die Funktion r + s-g messbar. Fiir s=0 ist

dies klar, da konstante Funktionen immer messbar sind. Fiir s>0 bzw. s<0 gilt

air} bzw. {r+sg=>a}={g < air},

S S

{r+sg=>at={g>

woraus sich wegen Satz 4.2 a) die Messbarkeit von r+s-g ergibt. Fiir r=a und s=—1
erhélt man insbesondere die Messbarkeit der Funktion a—g. Nach Satz 4.2 b) liegt
daher die Menge {f > a—g} in 2 und wegen

{(ftgzat={f>2a-g}e

folgt damit aus Satz 4.2 a) die Messbarkeit von f + g.

Die Messbarkeit von f—g ergibt sich aus der Messbarkeit von —g und f—g =
f+(=9).
Fir die Untersuchung von f - g beachte man zunachst, dass mit jeder messbaren

Funktion h auch h? messbar ist. Es gilt ndmlich

QO fir <0
(h>ya} U{h<—y/a) fir a> 0.

Sind f und g reellwertig, stellen f+g und f—g auf ganz €) definierte Funktionen

Uf>M={

dar, die deswegen - wie vorher gesehen - messbar sind. Damit sind auch (f+g¢)* und
(f—g)? messbar. Aus

frg=p(f+9? = 1(f~9)?

folgt damit die Messbarkeit von f - ¢. Sind f und g beliebige messbare numerische

Funktionen, so definieren wir fiir jedes n€lN

fo(z) ;== min{f(z),n} und g,(z):=min{g(x),n}.

Die Funktionen f,, und g, sind reellwertig und nach Teil a) sind daher auch f, - g,

und 111131010 fn - gn = f - g messbar.
Offensichtlich gilt
f=f—f wd [fl=fT+f"

Aus Teil a), b) und b) dieses Satzes folgt damit die Behauptung. -

Bemerkung 4.5
Aus der Messbarkeit von |f| folgt im Allgemeinen nicht die Messbarkeit von f. 0
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4.2. Das Lebesgue-Integral

Wie zu Beginn dieses Kapitels beschrieben fiihrt die Definition des Integrals tiber die
Menge der Elementarfunktionen.

Definition 4.6
Sei (Q,20) ein Messraum. Ay, ... A,, seien Mengen der o-Algebra 2 und a4, ..., a,, reelle
Zahlen. Eine Funktion f : {2 — R der Form

wird als Elementar- oder Treppenfunktion bezeichnet. & = &(€2,2) bezeichne im Folgen-

den die Menge aller Elementarfunktionen. 0

Satz 4.7
a) Die Menge & der Elementarfunktionen besteht aus allen 2(-messbaren reellwerti-
gen Funktionen, die nur endlich viele verschiedene Werte annehmen. Insbesondere
ergibt sich, dass jede Elementarfunktion in der Form f a;- 14, dargestellt werden
kann, wobei Ay, ..., A, paarweise disjunkte Mengen aué:Qll sind, mit der Eigenschaft
G A; = Q. Darstellungen mit dieser Eigenschaft werden als Normaldarstellung von

7=1
Elementarfunktionen bezeichnet.

b) Sind f und g zwei Elementarfunktionen, so gelten folgende Eigenschaften:
i) Vo, 6 € R:a-f+ g € &, d.h. & ist ein reeller Vektorraum.
i) frgeé&
iii) max(f,g) =fVged&
iv) min(f,g) =fAge&
v) IgA feé. 0

Beweis:

a) Nach Definition ist jede Elementarfunktion messbar und nimmt nur endlich viele
Werte an. Sei daher umgekehrt f : 0 — R eine A-B-messbare Funktion, die nur
endlich viele Werte wy, ..., w,, annimmt. Da f messbar ist, liegen die Mengen A; :=
S ({w;}) in 2A, sind disjunkt und es gilt

f:Z’wZHAZ € 8.
i=1
b) i) Fir f,g € & und «, 8 € R nimmt die Funktion « - f + 3 - g nur endlich viele
Werte an, da f und g nur endlich viele Werte annehmen. Da a-f + -g nach
Satz 4.4 a) auBerdem messbar ist, folgt die Behauptung aus Teil a).
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ii) Dies folgt sofort aus 14 - 1p = N snp.
iii) und iv) ergeben sich mit der gleichen Argumentation wie in 1i).

v) Ist Spezialfall von iv). -

Wir sind nun in der Lage, den Integralbegriff fiir messbare Funktionen einzufiihren. Die
Idee ist die gleiche wie beim Riemannschen Integralbegriff. Man definiert zunéchst den
Integralbegriff fiir Elementarfunktionen, approximiert die zu integrierende Funktion durch
Elementarfunktionen 7}, und erklart das Integral als Grenzwert (Supremum) der Integrale

von T, falls dieser existiert.

Definition 4.8

Sei T:=>"a,-1 " eine nichtnegative Elementarfunktion in Normaldarstellung. Wir definie-
i=1

ren als Integral der Elementarfunktion T : 2 — R den Wert

/Td,u —Zaj- ) e R* (4.1)
U

Bemerkung 4.9
Definition 4.8 ist sinnvoll, weil man fiir verschiedene Darstellungen der Elementarfunktion
T stets denselben Wert erhilt. Dies ergibt sich aus folgender Uberlegung. Besitzt T die

zwei Normaldarstellungen

l m
T = Z bkﬂBk = Zaj-ﬂAj,
j=1

k=1
so gilt a;=by, falls A; N By, # (. Ist ndmlich 2€A; NBy, # 0 (1<jo<m, 1<k<), folgt

wegen der paarweisen Disjunktheit der Mengen By, bzw. A;:
Z b1 p, (2 Z a;-1a, (2
Mit Q = g A= kgBk liefert dies wegen pu(A;NBy) = 0 fir A;NBy = 0:
b 1(Br) = bueps( B j@lAj) - bw(j@l(Aijk))
- bk-jflu(Aijk) - jﬁlbk-u(Aijk)

= X ajp(A4;NBy).
J:

¢ ¢
Summation iiber k liefert daher wegen Y- p(A;NBy) = u( G (AjﬂBk)) = u(4;)
k=1

4 { m
Y b u(By) = 3 X aju(A;NBy)
k=1 k=17=1
m l
= ‘21 a;- Z ,U(AjﬂBk)
= —
= > ajp (A )

<.
Il
—_
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und damit die Unabhéngigkeit des Integrals von der Wahl der Normaldarstellung einer

Elementarfunktion. O

Satz 4.10
a) Sind 7} und 75 nichtnegative messbare Elementarfunktionen und «, 5 nichtnegative

reelle Zahlen, so gilt:

b) Sind 7" und S nichtnegative messbare Elementarfunktionen mit 7' < S, so gilt

/Td,ug/Sdu 0
Q Q

Beweis:
a) Da sich aus der Integraldefinition (4.8) sofort [ a - Tdu = o [, T'dp fir jede nicht-

negative Elementarfunktion und jedes o > 0 ergibt, geniigt es,

[T+ Ty = [ Tudy+ [ Tad
Q Q Q

zu zeigen. Seien hierzu Ty, Ty zwei Elementarfunktionen mit den Normaldarstellun-

gen
T1 = Z CL]' . ﬂAj
j=1
und

3
TQ = Zbk 'ﬂBk-
k=1

m ¢
Wie in Bemerkung 4.9 gilt wegen (JA; =Q = | By
j=1 k=1

Aj = (A] N Bk) und Bk = U(AjﬂBk)

Jj=1

Bl
G~

und wegen der paarweisen Disjunktheit der Mengen A;NB;, folgt daher

4

m
]114]' = Z ﬂAjﬂBk und ﬂBk = Z ﬂAjﬂBk
k=1 7j=1

furalle j=1,...,mund k= 1,... /. Dies liefert die neuen Normaldarstellungen
m { { m
T1 = ZZaj~]lAijk und T2 = ZZbk.ﬂAijk.
J=1k=1 k=1j=1



Das Lebesgue-Integral KAPITEL 4 INTEGRATIONSTHEORIE

T1 + T5 hat damit die Normaldarstellung
m /
T1+T2=ZZ a; + bg)-1La,ng,,
j: :
woraus folgt:

(a; + br)-u(A;NDBy)

1M
M~

<

Il
—
=

Il
—_

/Q(Tl +Ty)dp =

Il
NE
'M“

m £
n(A;NBy) + ZZk p(A;NBy)
] : :

1k=1
Q Q

b) Wegen T'<S ist S—T eine nichtnegative Elementarfunktion und aus S = 7'+ (S—1))
folgt mit Teil a):

/Sdu /Td,qu/ST /Tdu

Bemerkung 4.11
Satz 4.10 a) zeigt, dass in der Integraldefinition 4.8 auf die Normaldarstellung verzichtet

werden kann. Er liefert namlich
/ > ajladu = Z@j/ Daydp =3 aj-n(4;)
Lyt =1 9 j=1

unabhéngig davon, ob die Mengen A,..., A,, paarweise disjunkt sind oder nicht. Das

Arbeiten mit der Normaldarstellung hat nur beweistechnische Griinde. U

Der folgende Satz weist nach, dass jede numerische messbare Funktion als Grenzwert ei-
ner Folge von Elementarfunktionen dargestellt werden kann und legt es somit nahe, das
Integral einer messbaren numerischen Funktion als Grenzwert der Integrale von Elemen-
tarfunktionen zu definieren, wodurch es moglich ist, jeder solchen Funktion ein Integral
(eventuell den Wert +00) zuzuordnen. Die im Beweis des néachsten Satzes vorgenommene
Konstruktion zeigt auch den zentralen Unterschied zum Riemann-Integral, wo der Defi-
nitionsbereich in Intervalle zerlegt wird, die keinerlei Riicksicht auf die zu integrierende
Funktion f nehmen und daher zu schlechten Approximationen fithren kénnen. Um eine
bessere Anpassung an den Verlauf des Graphen von f zu erhalten, zerlegt Lebesgue daher
den Bildbereich, d.h. die Ordinatenachse, und betrachtet die Urbilder dieser Zerlegung?.

2Lebesgue vergleicht dies mit einem Kaufmann, der Geld zihlen will. Der ,Riemannsche* Kaufmann
zahlt Geldstiicke oder Banknoten in der zufilligen Reihenfolge, in der sie auftreten. Der , Lebesguesche®
Kaufmann dagegen z&hlt erst, nachdem er sein Geld nach den einzelnen Geldstiicken oder Banknoten
sortiert hat.
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o -
1< =
IS

Um die Lebesgue-Messbarkeit dieser Urbildmengen zu garantieren, muss die Abbildung

f jedoch messbar sein.

Satz 4.12

Sei f eine messbare numerische Funktion auf dem Messraum (€2, 2(). Dann existiert eine
Folge (7,)%2; messbarer Elementarfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert, d.h.
fir jedes we) gilt lim T.(w) = f(w). Ist f > 0, kann die Folge (7,)22, sogar isoton
gewdhlt werden, so dass 0 < T7 < T < --- < f gilt. H
Beweis:

Wegen f = ft — f~ genligt es, zu zeigen, dass im Fall f > 0 eine monoton wachsende
Folge (7,),2°, mit Jim T, (w) = f(w) existiert.

Fir n, jeIN mit 1 < j < n-2" zerlegen wir den Definitionsbereich in die disjunkten Mengen
P s A QS Y it
Bui={E << £} = (5 4])
Fp={f =n} = f""([n,+o0]) .

Diese Zerlegung des Definitionsbereiches entsteht indirekt, indem der Wertebereich [0, oo
der Funktion zunéchst in die Intervalle [n, +00] und [0, n] und dann Letzteres in dquidi-

stante Teilintervalle der Lange 2% zerlegt wird. Hierdurch wird jedes Intervall [k, k+1] in

2" gleich lange Teilintervalle aufgespalten (k=0, ...,n—1), wodurch die n-2" Teilintervalle
==L g
Inyj T |: on ’2n|:
entstehen (j=1,...,n-2"). F, ist das Urbild des Intervalles [n, +o00], die Mengen E,, ; sind
die Urbilder der Teilintervalle I, ; (siehe folgende Skizze im Fall Q=R und n=3, j=15).

S R R (N SR
[IRNRN R AN RN AR (AN AN/
=W GO N 0 ©
/
.
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Das Lebesgue-Integral
Aufgrund der Messbarkeit von f sind die Mengen E, ; und F,, disjunkte Elemente der
o

o-Algebra . Auf den Mengen FE, ; und F,, definiert man die approximierende Treppen-
funktion durch den kleinstméglichen Wert, den f dort annehmen kann, d.h. durch i

auf B, ; und n auf F,, also®

N

n-2" 1
T, = A Q—H'HEW-+TL'HF”
Nachfolgende Graphik zeigt die approximierende Treppenfunktion 7, der Funktion f im

<
Il
—_

Fall Q=R und n=3.
1,

/
w
oN

(=g
I\
N,
1\
.

Wir zeigen, dass T, <T),41 fiir alle n€IN gilt. Seien hierzu we) und n€lN fest aber beliebig.

Wir unterscheiden die Falle f(w) = n+1 und 0 < f(w) < n+1.

Ist f(w) = n+1, so ergibt sich nach Definition der T,

n < ntl = Th(w) < flw).

Th(w) =
Ist 0 < f(w) < n+1, so liegt w in genau einer Menge E,, 11, d.h. es ist

k—1 k
< f(w) < 2n+1 )
wobei 1 < k < (n+1)-2"Jrl eindeutig bestimmt ist. Nach Definition von 7},.; folgt daher

271471

k-1 k-1
Ty (w) = DYESHN ﬂEnH,k(W) = gn+t < f(w) -
i=3

277,

. Daraus folgt w € £, ; und

Ist k = 2j—1 ungerade, gilt jQ;n < flw) <

j—1 2j—2 k-1
=7 = = :Tn-l-l(w)'

I%(QO on on+1 on+1

3Der Wert n kappt gewissermafien f im oberen Bereich.
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s l .
Ist k = 2j gerade, gilt ? 2n2 < flw) < 2‘7—n Daraus folgt ebenfalls w € £, ; und

j—1 2j—-2 k-2 k-1
Talw) = g T onFl . gurl < gati = Tha(w) -

Um die Konvergenz lim T, (w) = f(w) zu uberpriifen, betrachten wir zunichst den Fall
f(w) = 400. Dann gilt T,,(w) = n fir alle n€N, und die Behauptung ist erfiillt. Gelte
daher f(w) < oco. Fiir alle n > f(w) existiert dann ein k£ mit w € E,, ; und daher

k—1 k k—1 1 1
Th(w) = on <f(w)<2_—2—n+2—n—Tn(W)+2—n-
Dies liefert 0 < f(w) — Th(w) < 2%71_)—0)00. n

Wir wollen nun das Integral einer nichtnegativen messbaren numerischen Funktion - wie

vorher beschrieben - definieren.

Definition 4.13
Ist f: 2 — R* eine messbare, nichtnegative numerische Funktion auf (€2,2l), so definie-
ren wir das Lebesque-Integral von f bzgl. p tiber €2 durch
/ fdu = sup Tdpu.

Q Te&T<f /D [l
In Integraldefinition 4.13 héatte es im Prinzip gentigt, auf isotone Folgen von Elementar-
funktionen zuriickzugreifen. Wir beweisen dies in zwei Schritten. Zunéachst zeigen wir in
Satz 4.14, dass zwei isotone Folgen von Elementarfunktionen mit gleichem Grenzwert f

den gleichen Integralwert liefern und dann in Lemma 4.15, dass dieser mit dem Wert des

Integrals von f tibereinstimmt.

Satz 4.14

a) Fir jede isotone Folge nichtnegativer messbarer Elementarfunktionen (77)%2

521 und

jede messbare Elementarfunktion 7" mit 7" < sup 7} gilt:
JEN

/Td,u sup Tdu
)

JEN

b) Sind (73)52, und (S;)52, isotone Folgen nichtnegativer Elementarfunktionen, so gilt

supT; =supS; = sup [ Tjdp =sup [ S;dp.
JjeEN jEN jeN JQ jeN JQ

Beweis:
a) Sei T = Z a;- 1, wobei A;€ und a;>0 fir j=1,...,m gilt. Ist o € ]0, 1] fest

aber beheblg, so sind nach Satz 4.2 b) die Mengen

By ={Ty > T}
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messbar fiir alle k€IN. Wegen sup Ty, > T > o-T gilt hm By = 2, wobei wegen der
keN

Isotonie von (T})72, die Folge (B)?, isoton ist. Es gﬂt also ANBy 1T A fir jede
messbare Menge A und da p nach Satz 2.11 stetig von unten ist, folgt

Jim p(ANBy) = p(A).

Nach Definition von By, gilt T}, > a- T - 15, und daher nach Satz 4.10
4.10 b) 1108) & m
/Qde,u > a/ T -1p.du = aZaj/QﬂAjﬂBkdu:aZaj,u(AjﬂBk)
j=1 j=1

fir alle k. Wegen der Isotonie von (7})%2, gilt sup [, Trdp = klim Jo Trdp und es
k — 00
folgt

sup de,u = lim/deu

kelN k—o0

> lim aZaj (A;NDBy)

k—o0

= o Za] h_)m p1(A;NBy)

7=1

:aZaJ

= /Td,u

Da « € ]0, 1] beliebig war, folgt die Behauptung durch den Grenztibergang a 71 1.

Seien (T;)52; und (Sk)3; zwei isotone nichtnegative Folgen messbarer Elementar-

funktionen mit sup 7; = sup Si. Dann gilt fiir jedes 7 € IN
jEN keN

T; < sup S,
kelN

und damit nach Teil a)
/ Tidp < sup | Spdp.
Q keN JQ
Supremumsbildung iiber j liefert

sup Td,u suﬂ;\)I QSkd,u.

JEN

Vertauscht man bei dieser Argumentation die Folgen (7})22; und (Sk)32,, gilt ent-

sprechend

sup Skdu sup T;du.
keN eN JQ ]
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Der nachfolgende Satz zeigt, wie vorher schon erwahnt, dass es bei der Integraldefinition
4.13 im Prinzip geniigt hétte, auf isotone Folgen von Elementarfunktionen zuriickzugrei-
fen. Er gilt fiir beliebige monotone Folgen nichtnegativer messbarer Funktionen und stellt

damit einen Spezialfall des Satzes von der monotonen Konvergenz (Satz 4.16) dar.

Lemma 4.15
a) Sei f > 0 eine messbare nichtnegative numerische Funktion und (7})%2, eine isotone

Folge nichtnegativer messbarer Elementarfunktionen mit klim T, = f. Dann gilt
— 00

lim / deu:/m}i_{godeu:/Qfdu.

k—oo JO

b) Sind f und g zwei nichtnegative messbare numerische Funktionen und a, 8 € [0, o0,

so gilt

| (@f+Boydu=a [ fap+ 5 [ gd

¢) Sind f und g zwei nichtnegative messbare numerische Funktionen mit f < g, so gilt

/fdu</gdﬂ 0
Q Q

Beweis:
a) Sei die Folge (T})%2, wie vorgegeben. Da [, fdu als Supremum definiert ist, existiert

eine Folge (Sk)52, von nichtnegativen Elementarfunktionen mit Sy < f fiir k€N und
Jim /Q Sdpt = /Q fdp.

Nach Satz 4.7 ¢) ist dann fir jedes & € IN die Funktion
Ry =Ty VS V---VS

eine Elementarfunktion, die wegen der Maximumbildung offensichtlich isoton ist.
Wegen T, < Ry < f gilt aulerdem klim Ry, = f und daher nach Satz 4.14 b)
— 00

hm / Ridp = hm / Tydp (4.2)

Da nach Definition von R auch
Sp <Ry < f

gilt, folgt nach Satz 4.10 b) und der Definition von [, fdu:

4.10 b) 13
/ S < [ Fadn' < /Q fdp.
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Grenzwertbildung £k — oo liefert dann

/ fdu = lim / Sedp < lim / Redy < / fdu,
QO k—oo JO k—oo JO [¢)

also zusammen mit Gleichung (4.2) die Behauptung

lim/deu:]}i_{gO/Qde/,L:/ﬂfdu.

k—oo JO

Seien (T)?2, und (S)%2, isotone, nichtnegative messbare Elementarfunktionen mit
hm Tk_supke]N T,=f und hm Sk=sup,en Sk=g. Wir betrachten zuerst den Fall
a 5<oo Dann konvergiert dle Folge (aTy + 5-Sk),>, isoton gegen a-f + [-g und
nach Teil a) dieses Satzes gilt daher

[(a-r+p-gdp "2 lim [ (0Tt 8- Si)dp
9] k—oo JO
4102) hm{ /deu—i—ﬁ /Skdu]
- a- lim/de,u+5- lim/Skdu
k—o00.JQ k—o0 JQ
a- [ fdu+ - [ gdu
Q Q

Setzt man a=/=1 folgt insbesondere die fur den Beweis von Teil ¢) erforderliche

Aussage
[+ 9yn= [ gap+ [ gan,
Q Q Q

Es bleibt noch [, afdu = a [o fdu fir a = oo zu zeigen. Sei hierzu A := {f > 0}.
Dann gilt

OOf:OOf(ﬂA+ﬂEA):OOfﬂA+OOfﬂEA:OOfﬂA:OOﬂA
=0

Daraus ergibt sich zunéachst:

0 falls p(A)=

0
. — N — culA) =
/QOO fdn /QOO adp =00 p(A) {oo falls  pu(A) > 0

Andererseits gilt wiederum wegen f -1y, =0

[ gdn= [ - adp.

Ist u(A) = 0 folgt daher [Tdu = 0 fir jede Elementarfunktion 7' < f - 14. Nach
Definition des Integrals ist daher auch [ fdu =0, also oo - [ fdu = 0.
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Gilt andererseits p(A) > 0, und definiert man A, = {f > %} existiert wegen
lim A, = A ein n€lN mit p(A,) > 0, woraus wegen A, C A folgt:

n—oo

Teil ¢) Teil ¢)

1
[ sdu= [ o tadi > [ ftadn > [ 2ot dn= 1 p(A,) > 0.

1
n
Es gilt also oo - [ fdu = oo, d.h. in beiden Féllen ist oo - [ fdu = [ oo - fdu.

c) Wegen g = f + (g—f) ergibt sich aus Teil b)

Joan=[[r+@-Dan? [ fau+ [(g=an> [ rdu

Die folgende Aussage - wohl eine der wichtigsten in der Integrationstheorie - zeigt, dass
Lemma 4.15 fiir beliebige isotone Folgen messbarer nichtnegativer Funktionen gilt. Ver-
einfacht ausgedriickt zeigt er, dass es beim Lebesgue-Integral mit nur geringen Einschrén-
kungen moglich ist, Integration und Grenzwertbildung zu vertauschen. Bemerkenswert
ist, dass die auftretenden Funktionen auch den Wert co annehmen diirfen, was im Nach-
hinein die Definition numerisch messbarer Funktionen erkldrt und auch, warum bei der

Integraldefinition der Wert oo zugelassen worden ist.

Satz 4.16 (Monotone Konvergenz)

Ist (fn)22; eine isotone Folge nichtnegativer messbarer numerischer Funktionen, so gilt
S [ o= [ Jim S .

Beweis:

Wir definieren f := sup fi. Nach Satz 4.4 b) ist f eine nichtnegative messbare Funktion
keN

und wegen der Isotonie der Folge (fx)o, gilt f = I{‘ir% fr-
€
Es geniigt, die Existenz einer isotonen Folge nichtnegativer Elementarfunktionen (7})72,

nachzuweisen, die die Eigenschaften

T, < fr und supTy = f
ke

hat. Wegen T}, < fr < f folgt dann aufgrund der Intergraldefinition

[ T < [ i < [y
Q Q Q
und wegen sup T}, = f folgt aus Lemma 4.15

nelN
SUP/ deuz/fdu,
nelN J/Q Q
also auch
sup fkduz/ fdﬂz/sup frdp.
nelN JQ Q Q nelN
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Die Existenz der Folge (7)), sieht man folgendermafen:
Nach Satz 4.12 existiert zu jeder Funktion f; eine isotone Folge von Elementarfunktionen
(Sk.m)o0_ mit Wllgréo Sk.m = fr. Definiert man nun T}, := Sy, V Soi V -+ -V Sk fur k € IN,

Sl 1 51,2 51,3 51,4 Sl,k koo fl
V V V

52 1 52 2 S2,3 52 4 SQk oo f2
V V

S;, 1 S;,,z Ss,3 S;,,A Ss,k s f3
V

Sl 1 Sl 2 5:1,3 Sl 4 5:1 k oo f4

L L Iz I /

so ist (1})72, isoton, da wegen der Isotonie der Folgen (S )00,
Ty = Sip V- VSir < Siprt Ve VSiri1 VSitihrr = Thia
gilt. Aus der Isotonie der Folge (fx)72 folgt T) < fi, denn es gilt fir j < k
Sie < fi < fi
und damit die erste geforderte Eigenschaft
Ty = Sip VS V---VSup < fiVIiV---Vfe = fi
Nach Definition von (7})32, gilt offenbar fiir alle k£ > j
Sik < S1pVOo,V--VSjpV---VSpp = Tk
und somit

fi = sup S < supT, < sup fp = f.
keN keN keN

Das Supremum iiber j ergibt die noch fehlende Eigenschaft sup 7T}, = f:
keN

[ = supf; < supsupTy = supTy < f
JEN JEN k€N kelN ]

Bemerkung 4.17
i) Ohne die Voraussetzung der Isotonie wird Satz 4.16 falsch. Man betrachte hierzu
als Beispiel den MaBraum (R, B!, \) mit der Funktionenfolge (f,,),

falw) = T (2)
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ii)

Die Funktionenfolge (f,)5°, konvergiert auf R offensichtlich gegen 0 (sogar gleich-

méBig), aber wegen

/fnd)\:/nldx:[l-x} —1
R 0o n n

konvergiert die Folge der Integrale nicht gegen 0 sondern gegen 1, d.h. es gilt

1= lim/fnd)\ ”; / lim fod\ =0
R ]Rn%oo

n—oo

Ein ,eleganterer” Beweis von Satz 4.16, der jedoch nicht direkt auf die Integralde-

finition zuriickgreift, sieht folgendermaflen aus.

Sei (f,,)o2 eine isotone Folge nichtnegativer messbarer numerischer Funktionen, die

gegen f konvergiert. Wegen f < f gilt zunédchst wegen Lemma 4.15 a)

[ i< [ s

und da aufgrund der Isotonie der Folge (fx)72, auch die Folge der Integrale isoton

und damit konvergent ist (evtl. mit Grenzwert oo!), folgt zunédchst

tim [ fudn < [ fd
k—oo JO Q

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung wéhlen wir eine beliebige Treppenfunk-

tion 7" mit 0 < 7T < f und zeigen, dass

/Td,ug lim / fedp
9] k—oo JO

und damit auch

/fd,u = sup [ Tdu < lim/fkdu
Q T<f /2 k—o0 JQ

gilt. Fiir eine beliebige reelle Zahl a>1 betrachten wir hierzu die Mengen
A, =A{T < a-f,}

Aufgrund der Isotonie der f,, ist die Folge der Mengen A, ebenfalls isoton. Da die
Ungleichung

T(w) < W) < a-f(w) = lim a-fu(w)

n—oo

gilt, liegt jedes w € € in einer Menge A, , d.h. die Mengenfolge (A,,)52; konvergiert
isoton gegen (). Nach Definition der Mengen A,, gilt

T-ﬂAnga-fn
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Als Produkt zweier Treppenfunktionen ist auch 7 - 14, eine Treppenfunktion und

wegen A, T € folgt

n—oo n—oo

Mit Lemma 4.15 a) ergibt sich daher

Tdy = i (/CT-H du < i fdp = o i h/ - d
Jordn = Jim [T Ladie < i [ fudi = o Jim [ S

Der Grenziibergang lim1 liefert schliefllich die gesuchte Ungleichung
a—

/Td,u < lim / frdp
QO n—oo JO

Folgerung 4.18

Ist (fx)%2, eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen, so gilt

a) A(g:lfk)dﬂ = g:l/ﬂfkdﬂ-

b) [ liminf f, du < lirr_1>inf/ fn du  (Lemma von Fatou )
n—oo 9]

QO n—oo

Beweis:
a) Die Folge (S,,)%°_; der Partialsummen, d.h. mit S,, := f1 + fo +

und konvergiert gegen ioj fx. Daher gilt nach Satz 4.16
k=1
I /%d:/< ﬁ.
A Jo St = J {2 Je )
Nach Satz 4.15 b) gilt jedoch

/QSmduz/Q(f1+fz+---+fm)duzkil/gfkdﬂ

und daher

4+ fm, ist isoton

Z/ﬁ@zMﬂZ/ﬁ@:hm/&MF/<Zﬁﬁw
1 Q mi}ook:l (¢} m—ro0 Q (¢} 1
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b) Fir neNN definiere g, (w) := inf fi(w). Nach Definition des Infimums ist (g, ),en eine
isotone Folge - nach Satz 4.4 b) messbarer- Funktionen mit g,, < f,,. Nach Definition

des Limes inferior gilt auflerdem
i nf fn = 10 gn -

Beachtet man, dass fiir konvergente Folgen nh_)ngo = liminf, ,. = limsup,,_,. gilt,
folgt

/ liminf f,, du = / lim g, du
QO n—o0 9]

n— o0

Satz 4.16 lim / gn dys
Q

n—o0
= lim inf / gn dp

Satz 4 15 ¢
lim 1nf/ fn du n

n—oo

Da eine beliebige numerische Funktion f = f* — f~ genau dann messbar ist, wenn ihr
Positivteil f* = f V0 und ihr Negativteil f~ = (—f) V 0 messbar sind, liegt es nahe, das

Integral von f iiber die Integrale der positiven Funktionen f* und f~ zu definieren.

Definition 4.19
Ist f: Q — R eine messbare numerische Funktion auf (£2,2(), so definieren wir das

Lebesgue-Integral von f bzgl. p iiber €2 durch

/Qf dp :I/Qj”du - /Qf’du,

sofern zumindest eines der Integrale auf der rechten Seite endlich ist. f heifit in diesem
Fall quasi-integrierbar. Ist [, fdu sogar endlich, heifit f auf Q Lebesgue-integrierbar bzgl. p
oder kurz p-integrierbar. Dies ist genau dann der Fall, wenn [, ftdu und [, f~du endlich

sind. £'(p) bezeichne im Folgenden die Menge aller u-integrierbaren Funktionen. D

Bemerkung 4.20
i) Um eine moglichst einfache Form spéterer ,Integralsidtze* zu erhalten, wurden in
Definition 4.19 die Werte +o00 explizit zugelassen. Die Terminologie ist jedoch ver-
wirrend, da fir [, f du = £oo das Integral zwar (im uneigentlichen Sinne) existiert,
f aber in diesem Fall nicht als p-integrierbar bezeichnet wird. Die Bezeichnung in-
tegrierbar ist ausschlieflich fiir den Fall | [, fdu| < oo reserviert. Zur Vermeidung
von Irrtiimern hat man daher fiir den Fall, dass nur f* oder f~ ein endliches In-
tegral besitzten und daher [, fdpu = oo gilt, die Bezeichnung quasi-integrierbar
gewahlt. Insbesondere sind nichtnegative bzw. nichtpositive messbare Funktionen f
quasiintegrierbar, da dann f~ bzw. f* mit der integrierbaren Nullfunktion iiberein-

stimmen.
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ii) Will man die Variable der Funktion f hervorheben, schreibt man statt [, fdu auch
Jo f(w) dp(w) oder Jq f(w) p(dw).

iii) Ist A € A eine messbare Teilmenge von €, so ist das Tripel (A4, ANA, i) ebenfalls
ein MaBraum. Ist f messbar auf (£2,2), so folgt dann sofort

[ 5= [ fadp -

Satz 4.21

Seien f, g : ) — R zwei messbare numerische Funktionen.

a) Ist « € R und f auf Q integrierbar, so gilt

/Qafdu:a/ﬂfdu.

b) Gilt f < ¢g und sind f und g quasiintegrierbar, so folgt

/fdﬂ</gdu-
Q Q

c) Ist f beschréankt, d.h. existieren a,b € R mit a < f(w) < b fir alle weQ) und ist
1(2) < oo, so gilt

a (@) < [ fdp<bop(®)

d) Ist N eine Menge vom Mafl 0, d.h. gilt u(N) = 0, so folgt
dp=0.
/N fdp 0

Beweis:

a) Seien & € R und die messbare Funktion f vorgegeben. Wegen @ = at — o~ und
f: f+_f_ mit Oé+,Oé_,f+,f_ 2 O f()lgt

a-f = (a"=a7)-(ff=f7) = (@ fT+a f)—(a fF+atf7).

=(af)*t =(af)~

Nach der allgemeinen Integraldefinition 4.19 und Lemma 4.15 b) ergibt sich dann
[afdn 2 [ @ +afdp— [ (@ +at f)dn
e oﬁ/ f*du+of/ f*d,u—of/ f*du—oﬁ/ fdu
Q Q Q Q
= a+/fd,u—a_/fd,u
Q Q
= « / fdp
Q

83



Das Lebesgue-Integral KAPITEL 4 INTEGRATIONSTHEORIE

84

b) Wegen f<g folgt f* = max{f,0} < max{g,0} < g". Aus —g<—f folgt entspre-
chend g~ = (—g)" < (—=f)" = f~. Wendet man Lemma 4.15 ¢) an, erhélt man

[dw = [ rrap= [ rap < [ gtan— [ g7du = [ gdu

¢) Daa-lg < f <b-1q gilt, ergibt sich aus Teil b) direkt die Aussage
a-u(®) < [ fdp < bop(@).

d) Wegen [y fdu = [y fTdu— [y [~ dp gentigt es wieder, den Fall f > 0 zu betrachten.
Offensichtlich gilt f-1y < oco-1ly, woraus mit Teil ¢) folgt

0< [ Fdu= [ flydn < [ ool du = cop(N) = 0

Satz 4.22
Eine messbare numerische Funktion f : {2 — R ist genau dann integrierbar, wenn eine

der folgenden vier dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
i) fT und f~ sind integrierbar.

ii) Es existieren integrierbare Funktionen v > 0, v > 0 mit f = u—v (Insbesondere ist
u(w) — v(w) fir alle we definiert).

iii) Es gibt eine integrierbare Funktion ¢ mit |f| < g.
iv) |f] ist integrierbar. O
Beweis:

Da definitionsgeméf f genau dann integrierbar ist, wenn i) gilt, ist nur die Aquivalenz

der vier Aussagen zu zeigen.
i) = ii): u:= f* und v := [~ leisten das Gewiinschte.

ii) = iii): Wegen f = u—v < u < utvund —f =v—u < v < u+tv gilt |f| < utv. Da

u+v nach Lemma 4.15 b) integrierbar ist, leistet g := u+v das Gewiinschte.
iii) = iv): Folgt aus 4.21 b).
iv) = i): Folgt wiederum aus 4.21 b), wenn man f* < |f| und f~ < |f| beachtet. m

Satz 4.23

Seien f und ¢ integrierbare numerische Funktionen auf 2 und «, f € R. Dann gilt
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a) af 4+ Bg ist (sofern tiberall auf 2 definiert) integrierbar mit

/(af+ﬁg)du = a/ fdu+5/ gdp.
Q Q Q
b) fVgund f A g sind integrierbar.

o | [ an] < [ 171an 0

Beweis:
a) Wegen Satz 4.21 a) geniigt es [o(f + g)dpu = [o fdu + [ gdp zu zeigen. Wegen

f+g9=1"+g"—(f+97)

und da f*, g und f~, ¢~ nach Voraussetzung integrierbar sind, ergibt sich aus
Lemma 4.15 b), dass auch f*+¢" und f~+g¢~ integrierbar sind. Mit u := f*+¢*
und v := f~+g~ ergibt sich die Integrierbarkeit von f+ g = u —v aus Satz 4.22 ii).

b) Wegen |f V g| < |f|+ |g| und |f A g| < |f| + |g| folgt Teil b) mittels Satz 4.22 iii),
da |f], |g| und damit nach Lemma 4.15 b) auch |f| + |g| integrierbar ist.

c) Wegen f < |f| und —f < |f] ergibt sich aus Satz 4.21 b)

/Qfd,ug/ﬂ|f|d,u und /Q_fd”</9|f|dﬂ-

Da nach Teil a) [ —fdu = — [ fdu gilt, folgt die Behauptung. n

4.3. Fast Uberall bestehende Eigenschaften

Betrachtet man eine Menge Ne2l mit p(N)=0, so ist diese Menge im Sinne des Mafes
1 gewissermafen bedeutungslos®. Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl, bedeutet dies, dass
N ein Ereignis mit Eintrittswahrscheinlichkeit 0 ist. Integriert man eine Funktion, spielt
es fiir das Ergebnis in diesem Fall keine Rolle, ob N in der Integrationsmenge liegt oder
nicht, d.h. es gilt

J @) = [ re)dn()

Dies legt es nahe, zu sagen, dass eine Eigenschaft ,fast iiberall* auf €2 gilt, wenn die Menge
M der Punkte, die diese Eigenschaft nicht besitzen, das Mafi 0 hat. Da M i.A. jedoch
nicht messbar ist, d.h. nicht in 2 liegt, fordert man sie als Teilmenge einer messbaren
Menge N € 2, die das Maf3 0 hat.
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Definition 4.24
a) Eine Menge N C Q heiit u- Nullmenge, wenn gilt

Ned und p(N)=0.

b) Es sei E eine Eigenschaft derart, dass fiir jeden Punkt we) definiert ist, ob w diese
Eigenschaft besitzt oder nicht. Wir sagen

Lu-fast alle wel) besitzen die Figenschaft E“
oder
LE gilt p-fast tiberall auf 2

wenn alle w, die Eigenschaft E nicht besitzen, in einer p-Nullmenge liegen. N

Bemerkung 4.25
i) Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass nicht verlangt wird, dass die Menge Ng
aller wel), welche die Eigenschaft E nicht besitzen, eine u-Nullmenge ist. Gefordert
wird nur, dass eine p-Nullmenge N in 20 mit Ng C N existiert. Je nach betrachteter
Eigenschaft kann im allgemeinen némlich nicht garantiert werden, dass Ng zu 2
gehortt. Gilt Ng ;Cé N, enthélt N Elemente, die die Eigenschaft E besitzen.

ii) Die abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge. Jede zu 2

gehorige Teilmenge einer Nullmenge aus Isotoniegriinden eine Nullmenge.

iii) Liegt ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, 1) vor, verwendet man die Sprechweise ,E
gilt p-fast sicher® oder ,E gilt mit Wahrscheinlichkeit 1. U

Beispiel 4.26

Eine im folgenden héaufig auftretende Eigenschaft E, ist beispielsweise die Gleichheit der
Werte zweier auf {2 definierter Funktionen f, g in we). Man sagt in diesem Fall, f und g
sind auf € p-fast tiberall gleich, oder

f =g p-fast iiberall.
Betrachtet man z.B. die Funktionen f,¢g: R — R mit

r? fir e R\Q

f(z) := 2% und g(z) := { | fir zeQ

4Eigenschaften, die iiber messbare Funktionen definiert werden, wie z.B. die Mengen {f=g},{f#g},
{f>g}, fihren i.d.R. zu Mengen in 2 und erfordern daher i.a. diese feine Unterscheidung nicht, da
dann die Menge Nz automatisch messbar ist. Man beachte hierzu die nachfolgenden Beispiele und Sétze.
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so gilt f = g A-fast iiberall. Es ist namlich

{f#9}=QeB
und wegen der Abzéhlbarkeit von @ gilt bekanntlich A\(Q) = 0. [
Satz 4.27

Fiir jede A-messbare numerische Funktion f > 0 auf 2 gilt

/ fdu=0 <= {f>0}ist p-Nullmenge <= [ =0 p-fast iiberall. 0
Q

Beweis:
Wegen der Messbarkeit von f liegt die Menge

N = {f#0} = {f>0}

in 2. Zu zeigen ist also:
/fd,u:O < u(N)=0.
Q

Wir definieren in 2 die isotone Mengenfolge (An)ooil durch A, := {f>+}. Dann gilt

N = JgngoAn = L_JlAn.

»,="“: Da p nach Satz 2.11 ii) von unten stetig ist, folgt aus der Isotonie A; C Ay C ...

p(N) = p( lim A,) = lim p(A,) .

n—o0

Wir zeigen nun, dass p(A,) = 0 fiir alle n€N gilt. Aus f > 14, -f folgt
0= [ fduz [Nasfdu=[ fdu.
Q Q An

und wegen f (w)>% fir alle weA,, ergibt sich

Also gilt 0 > +-u(4,) >0, d.h. u(A,) =0.
»,<*: Sei umgekehrt pu(N) = 0. Offensichtlich gilt f < oco-ly und mit Satz 4.21 b) folgt

0 < /Qfdu < /Qoo-]]Nd,u:oo-,u(N) =0

Da nach Satz 4.27 Integrierbarkeit und Integral einer Funktion f unempfindlich gegen-
iber messbaren Anderungen von f auf Nullmengen sind, ergeben sich nunmehr leichte

Verschéarfungen fritherer Aussagen.
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Satz 4.28
a) Sind f, g : Q — R* quasiintegrierbar und f < g p-fast tiberall, so gilt

[ rdn< | gdp
Q Q

Ist insbesondere f = g u-fast iiberall, so gilt

/Qfdﬂz/ggdu-

b) Sind f,g : © — R" messbar, f integrierbar und f < ¢ p-fast tberall, so ist g

quasiintegrierbar und

/fdu</gdﬂ-
Q Q

Ist insbesondere f = g u-fast tiberall, so ist g integrierbar und

/Qfdﬂz/ﬂgdu- 0

Beweis:
a) Nach Voraussetzung ist N := {f>g} messbar mit p(/N)=0. Daher ist die nichtne-
gative messbare Funktion f-1y € 9T fast tiberall 0. Wegen [Ny < g folgt:

ty, — +, +, 420d) [y R
| frdn= [ty l)dn 2 | g <[ gtdn

Ebenso ist [, f~du > [ 9~ du, und es folgt a).

b) Aus f < g p-fast iiberall folgt f™ < g* p-fast tiberall und f~ > g~ p-fast tberall.

Da f~ integrierbar ist, ist auch g~ integrierbar, d.h. g ist quasiintegrierbar und

/ fdu = / frdu —/ frdp < / g dp — / g dp = / gdy.

Q Q Q Q Q Q [
Satz 4.29

Die Funktion f : €2 — R* sei messbar, und es gebe eine integrierbare numerische Funktion
g € M mit |f| < g p-fast tiberall. Dann ist auch f integrierbar. O
Beweis:

f* und f~ sind als nichtnegative Funktionen quasiintegrierbar und daher nach Satz 4.28

a) integrierbar. -
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Satz 4.30
Sind f, g : Q — R* integrierbar und

/ fdu < / gdp  fir alle A € A,
A A
so ist f < g p-fast iiberall. Gilt insbesondere das Gleichheitszeichen
/ fdu = / gdp fir alle A € A,
A A
so ist f = g p-fast tiberall. 0

Beweis:
M :={f> g} und M, :={f > g+ 1} sind messbar (n€IN) und Definition 4.24 liefert

1 1 1
/ fdu 2/ (g+—)du:/ gdp + — - p(M,) > / fdu+ = - u(M,).
M, M, n M, n M, n
Wegen [, fdp € R folgt daher pu(M,) = 0. Aus M, T M ergibt sich dann (M) =0. u
Satz 4.31
Ist i o-endlich und gilt fir die quasiintegrierbaren Funktionen f,g: ) — R*
/ fdp < / gdp  fir alle A € 2,
A A
so ist f < g p-fast iiberall. Gilt speziell die Gleichheit fiir alle A€, so ist f = g p-f.4.. O

Beweis:

Aus Symmetriegriinden kann angenommen werden, dass f~ integrierbar ist. Wegen

—00</fdu</gdu
Q Q

ist dann auch g~ integrierbar. Wegen der o-Endlichkeit, existiert eine Folge messbarer
Mengen B,, mit u(B,,) < oo und B, 1 €. Definiert man A, := B, N{g<n}, so gilt A, €,
w(Ay)<oo und A, T {g<oo}. Ferner sind gf;n beschrankt und ¢~ integrierbar, also ist
g - 1,4, integrierbar. Fiir alle Be2l folgt nun:

—OO</ fﬂAnd,ug/g]lAndu<oo
B B
Insbesondere (B = Q) ist auch f - 1,4, integrierbar, und Satz 4.30 ergibt:
f-1, <g-1, p-fast iberall.
Fiir B:={g<oo} gilt daher f-1g < g-lp p-fii. und wegen g, =oo folgt f < g p-fii.. m

Satz 4.32

Jede p-integrierbare numerische Funktion f auf €2 ist reellwertig p-fast tiberall auf (2.
Ferner besitzt die Menge {f#0} stets o-endliches Maf}; d.h. es gilt {f#0} = OLjAn mit
A, € A und p(4,) < oo. = O
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Beweis:
Sei N := {|f|=+00}. Dann gilt -1y < |f]| fir jedes >0 und somit

au(N) < [ 1fldn < +oc.

Hieraus folgt 1(N)=0. Fir den Beweis des zweiten Teils kann f>0 angenommen werden,

da man zu |f| tibergehen kann. Es gilt dann

o0

{0} ={f>0} = U {r=1}.

n=1

Fir jede der Mengen A, := {f}%} = {n-f>1} gilt nach Definition 14, < n-f und somit

u(A,) < n~/Qfd,u < 4o0.

Definition 4.33

Eine pu-fast iiberall auf 2 definierte, 2A-messbare, numerische Funktion f heifit u-
integrierbar, wenn sie zu einer p-integrierbaren, auf ganz Q definierten Funktion f fort-
gesetzt werden kann. [ fdu heift dann das p-Integral von f. Es wird auch mit [ fdu
bezeichnet. D

Satz 4.34 (Majorisierte Konvergenz)
Die Funktionen f, : 2 — R seien messbar und es gelte pu-f.ii. nlg& fn = f. Weiter gebe es
eine integrierbare Funktion g, so dass p-f.. | f,| < ¢ fir alle n€IN gilt. Dann sind f und

alle f, integrierbar, und es gilt

I /nd :/d
Jim | fadp= | fdp

und
Jim [ 1fa = fldn =0 .
Beweis:

Nach Satz 4.29 sind f und alle f, integrierbar. Nach Satz 4.32 kénnen wir auBlerdem

annehmen, dass f, g und alle f, reellwertig sind und dass iiberall gilt:

Die messbaren Funktionen g, := |f| 4+ g — | f,—f| sind nichtnegativ, denn es gilt:
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Wegen nh_)ngo |fo—f| = liminf, . |f,—f] = 0 liefert das Lemma von Fatou 4.18:

[0 s = [t

n—oo

Fatou

<" lmint [ g, dy
_ d 1"f(—/ - d)
/Q(|f\+g) po+ liminf =/ | fo=fl du
= /(|f\+g) dp — limsup/ | fu—=f1 dp
Q n—00 Q

Da [o(|f|4+g) du endlich ist, muss hm 15up Jo lfa—f| di als nichtnegative Grofie endlich
und damit gleich Null sein. Insbesondere folgt daher hm Jo Ifn—f] du=0. Wegen

‘/Qf"d“_/gfd”‘ = ‘/Q(fn_f) d#‘ < /Qlfn—f| du

ergibt sich schlieBlich die noch fehlende Behauptung. -

Bemerkung 4.35
Ohne die Voraussetzung einer integrierbaren oberen Schranke g wird Satz 4.16 falsch. Man
betrachte hierzu als Beispiel den Mafiraum (R, B!, \) mit der Funktionenfolge (f,,)>,

fu(x) = n’ - ]][0’%](:[)

Die Funktionenfolge (f,,)>2, konvergiert auf R offensichtlich gegen 0, aber wegen

1 1
/fnd)\z/andx: [nZ-x]n:n
R 0 0

konvergiert die Folge der Integrale nicht gegen 0 sondern gegen oo, d.h. es gilt

00 = lim/Iand)\ ] /RnlggofndA:o -

n— o0

4.4. Der Satz von Radon-Nikodym

Definition 4.36
Eine Familie P = {A;,..., A,,} disjunkter Mengen A;,..., A,, € A mit JA; = Q heifit
j=1

messbare Partition von ). Die messbare Partition Q = {B,..., B,} heiBt Verfeinerung
der Partition P, falls jedes By in einem A; enthalten ist. In diesem Fall bilden die in A;

enthaltenen B, eine messbare Partition von A;. Zu je zwei messbaren P = {A4;,..., A,,}
und Q = {By, ..., B,} existiert eine grobste gemeinsame Verfeinerung, ndmlich das Men-
gensystem {A;NBy : j=1,...,m; k=1,...,n}. O

Wir benotigen folgendes Ergebnis.
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Satz 4.37 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sind f, g messbare Funktionen auf dem Mafiraum (€, 2, i), so gilt:

Lisslan<] [ IfIQdu]%[ i |g|2dnf .

Beweis:

O.B.d.A. gelte [, |f|2du<oo und [, |g|?dpu<oo. AuBerdem kann [f, |f]2du]z # 0 und
(e, 1912dp]z # 0 angenommen werden, da fiir [f;, |f|%du]2=0 oder [f, |g|2d;]2=0 nach
Satz 4.27 f-g=0 p-f.i. folgt und die Behauptung dann ebenfalls richtig ist.

Setzt man nun in der fir alle z,y € [0, 00| offensichtlich geltenden Ungleichung

Ty < %~x2 + %~y2.

x durch Ll und y durch Ll und integriert iiber €2, folgt die Behauptung
o | f12dp] [fo lgl?dp]
/ |fgl dp
Q < 1

[[uea [ [l .

Bemerkung 4.38

Verwendet man im Beweis des letzten Satzes die fiir p,q € [1, 00] mit ]—1) + é = 1 und fir

alle z,y € [0, 00| giiltige Ungleichung
woy < ooal 4oyl

erhélt man die Holdersche Ungleichung

/Q|fg| dn < [/Q|f|f’du]%{/ﬂ|g|qdﬂf. :

Ist h eine messbare Funktion auf dem Mafiraum (€2, 2L, 1), so wird auf Grund der Inte-

gralrechenregeln durch

1(A) = [ hw)du(w)

ein Maf} definiert. Dieser Sachverhalt wird in verkiirzter Form durch n = h - u dargestellt

(siehe hierzu auch Bemerkung 4.40). Insbesondere gilt in diesem Fall®

[ gn=[ r-ndp. (4.3)

Der Satz von Radon-Nikodym versucht, diese Aussage umzukehren, d.h. zu vorgegebenen
MafBen n und p eine messbare Funktion A mit 7 = h - i zu finden. Der folgende Satz stellt

zunéchst eine einfache Version zur Verfiigung.

5Da f durch Treppenfunktionen approximiert werden kann, geniigt es wie bei allen Integralaussagen,
Gleichung (4.3) fiir Indikatorfunktionen nachzuweisen!
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Satz 4.39
Seien 7 und p positive Mafle auf dem MaBraum (€2, 1) mit

i) p(Q2) < oo und
ii) VA€ : n(A) < u(A).
Dann existiert eine 2-messbare Funktion A auf €2 mit 0 < h < 1, so dass gilt:
VAe : n(A) = /A hdp.

Insbesondere gilt fiir alle messbaren Funktionen f:

VAte:/Afdn:/Af-hdu. .

Beweis:

Ersetzt man o durch ﬁ, kann zunéchst O.B.d.A. angenommen werden, dass u(2) =1
gilt. Fiir jede endliche 2-messbare Partition P = {A;,..., A} von Q sei die Elementar-
funktion 0 < hp < 1 definiert durch

p( A

MAY) falls pedy und p(Ag) > 0
hp(x) = (A 0 TEOR T H(A)
0 falls z€A; und wu(Ax) =0

hp ,misst® die ,Dichte* von n bzgl. 1 in Bezug auf die Partition P.

Ist I C {1,2,...n} eine Indexmenge und A = [ Ay, so folgt aus dieser Definition die
kel

Eigenschaft n(A) = [, hpdu, sowie insbesondere n(Q)) = [, hpdp.

Sei nun Q eine Verfeinerung von P. Dann gilt insbesondere

VAEP : /A hodu = n(A) = /A hpdj (4.4)

und da hp auf den Mengen von P konstant ist, folgt:

VAP : /A hphodp = /A h2dyu (4.5)

Nach Anwendung der Binomischen Formel und Rechenregeln fiir die Addition von Inte-

gralen erhalt man daher:

=0
——

2.7 2 2 _ IENRY: 2 2
/A h3dy = /A (h3 ~2hphot213, )dyu = /A (ho—hp)?du + /A hdp > /A B2y (4.6)
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Konstruktion der Funktion h

Wir definieren zunéchst
¢ 1= sup / hadp.
P JQ

Wegen () = 1 gilt 0 < ¢ < 1. Nach Definition des Supremums existiert zu jedem nelN

eine endliche 2A-messbare Partition P,, von €2, so dass

2 [\
/thndu > c (4) .
Fir jedes n = 1,2... sei Q, sei die grobste gemeinsame Verfeinerung der Partitionen
P1,Pa, ..., P,. Also gilt fur alle n > 1:

1\ " ) (4.6) 9 (4.6) 9
Cc— (Z) < /thndu < /QhQnd'u S /Qh'Qnﬂd'u S ¢

Also gilt nach Gleichung (4.5)

(4.5) 1\"
[ (hoyei=to 2 [ 03w~ [ Wgdn < (3)

Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt daher mit f = hg, ,—hg, und g = 1:

1 n

Also gilt nach Folgerung 4.18

(e 9]

Q n=1
woraus nach Satz 4.32 folgt
Z |hQn+1—hQ"| < 00 u-fu

n=1

Ist n > m, so ergibt sich daher

n—1 n—1
|hQn - th| = Z (thH_th) < Z |th+1_th|
k=m k=m

Da die rechte Seite der Ungleichung u-f.ii. fiir m—oo gegen 0 konvergiert, ist hg, eine
Cauchy-Folge p-f.i., so dass der Grenzwert nlg& hg, p-fi. existiert. Wir definieren nun
die Funktion A durch:

lim ho, (z) falls der Grenzwert existiert,
h(.’lﬂ' — n—00
0 sonst.
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Uberpriifung der gewiinschten Eigenschaften von h

h ist als Grenzwert messbarer Funktionen wieder 2l-messbar und wegen 0 < hp < 1 gilt
auch 0 < h < 1. Es bleibt also noch die Eigenschaft n(A) = [, hdp zu beweisen.

Sei A € 2 beliebig aber fest. Fur jedes n = 1,2,... sei %, die grobste gemeinsame
Verfeinerung der Partitionen Q, und {A,CA}. Fiir jedes n > 1 gilt dann

1 n
c— (Z) < /QhQQndu < /th@nd,u < c
und daher wie vorher

1

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt daher fiir n > 1:

1 n
[ ha=ho)du| < [ I o ldn < (3),

d.h. es gilt
A

n—oo

Da nach Gleichung (4.4) nun aber

A:/had:/ha—h d /hd
n(A) | . dpe A(fn Qn)ﬂ+AQnM

gilt, folgt nach Definition von h und dem Satz iiber dominierte Konvergenz 4.34

n—o0

A) = 1 /hdzl' /hd:/hd.
n(A) im [ hadp = lim | hodu = | hdu

Bemerkung 4.40

Oft schreibt man n=~h-p und nennt h die Dichte von n bzgl. p. Aufgrund der Konstruktion

nennt man h auch die Radon-Nikodym-Ableitung und schreibt in diesem Fall h:Z—Z. D

Die Standardform des Satzes von Radon-Nikodym kann nun leicht bewiesen werden.

Satz 4.41 (Radon-Nikodym)
Seien n und p positive Mafie auf dem MaBraum (€2, 1) mit

i) 0<p(2)<oo und 0<n(2)<oco

ii) n ist absolut stetig bzgl. p (Schreibweise: n < u), d.h. es gilt

VAU : 1(A)=0 = n(A)=0 .
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Dann existiert eine nichtnegative 2l-messbare Funktion h auf €2, so dass gilt:
VAEA : (A) = / h du.
A

Insbesondere gilt fiir alle messbaren Funktionen f:

[ 1 dn= [ rhap. .

Beweis:
Nach Satz 4.39 existieren die Radon-Nikodym-Ableitungen

dp
d(n+p)

dn
h, = d h, =
T Ay ™

Definiert man N := {h,#0} und

{ fiy () falls z &€ N

0 falls zeCN

so hat h die gewiinschten Eigenschaften. Da h, nimlich auf CN gleich 0 ist, folgt
u(CN) = /hu d(ntp) = 0
CN
und daher 7(CN) = 0 wegen n < p. Damit ergibt sich fiir alle A € 2A:

h-hy,

=
0(A) = (AON) = [ By dlre) = [ e by dlrep) = [hdp= [ bdp
ANN ANN dr ANN -
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A. Arithmetik in  [—o0, +0o0]

Im Bereich der gesamten Maf- und Integrationstheorie wird man unweigerlich auf die
formale Grofle co treffen. Einer der Griinde dafiir ist, dass man iiber Mengen mit unend-
lichem Maf integrieren mochte, beispielsweise iiber die reelle Zahlenachse, die die Lange
unendlich besitzt.

Ein weiterer Grund besteht darin, dass — auch wenn man nur mit reellwertigen Funktio-
nen arbeitet — der Grenzwert einer Funktionenfolge eine Funktion liefern kann, die an
bestimmten Stellen formal den Wert unendlich annimmt, man spricht dann von numme-
rischen Funktionen.

Viele mafitheoretische Sétze, die ansonsten durch die erforderlichen Fallunterscheidun-
gen relativ schwerféllig wirken wiirden, gewinnen durch die Verwendung nummerischer
Funktionen eine grofle Eleganz.

Auf der erweiterten reellen Zahlenachse
R = [—00, +00] := R U {—00, 400}

verwenden wir noch folgende erweiterte Rechenregeln.

Fur die Addition
atoo = oot+a = +oo fur a € R

Fiir die Multiplikation

+o00 fiir 0<a< @
a-(foo) = (£o0)-a = Foo fir —co<a<0
0 fir a=0

Nicht generell iiblich aber typisch fiir die Mafitheorie ist die Konvention (f+o00) - 0 = 0.
Zu beachten ist, dass algebraische Umformungen in R* mit Vorsicht behandelt werden

missen. Z.B. gilt die Kiirzungsregel
at+b=a+c=b=c

nur im Fall |a| # co. Analog hierzu gilt
a-b=a-c=b=c

nur im Fall 0 < |a] < co.
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Die in R erklarte Ordnungsrelation < wird auf R* ausgedehnt durch die Festsetzung
VaeR:—o00o<a<+4o0.
Analog zu den Notationen Z,,Q,, R, verwenden wir die Notation

RY =1[0,400] :={r € R" | 0 < «}
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B. Mengen

Wesentliches Anliegen der Mafitheorie ist vereinfacht ausgedriickt, eine allgemeine Theorie
aufzustellen, die es gestattet, die ,,Bedeutung® oder ,Grofle von Mengen zu charakteri-
sieren. Eine der elementarsten Moglichkeiten, dies zu messen, besteht in der Angabe der
Zahl der Elemente, was zunédchst allerdings nur fiir endliche Mengen funktioniert. Der
HErfinder” der Mengenlehre G.Cantor hat diesen Zahlbegriff verallgemeinert und gezeigt,
dass die Grofle unendlicher Mengen sich analog durch ihre Kardinalzahl messen lasst.

Die Idee zur Verallgemeinerung des Zahlbegriffes liefert der folgende einfache Satz.

Satz B.1
a) Eine Menge E heifit endlich, wenn es eine natiirliche Zahl n und eine bijektive
Abbildung f: {1,2,...,n} — FE gibt. n heifit die Anzahl der Elemente von F.

b) Zwei endliche Mengen M und N haben genau dann die gleiche Zahl von Elementen,
wenn es eine bijektive Abbildung f : M — N gibt. U

Definition B.2

Zwei Mengen M und N haben die gleiche Kardinalzahl (Mdachtigkeit, Kardinalitit) bzw.
sind gleich mdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung von M nach N gibt. Man schreibt
Card(M) = Card(N) oder |M| = |N|. O

Bemerkung B.3
i) Durch

M~ N < M ist von gleicher Machtigkeit wie N

wird eine Aquivalenzrelation! definiert. Die Kardinalzahl der Menge M ist dann

formal definiert als die Aquivalenzklasse [M] beziiglich dieser Relation ~.

Endliche Kardinalzahlen bezeichnen wir mit den natirlichen Zahlen

0,1,2,....,n,n+1,...,

1Zum Begriff Aquivalenzrelation siehe Definition C.1.
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wobei n angibt, wie viele Elemente die Menge enthélt. Die unendlichen Kardinal-

zahlen werden mit
NO) Nl) NQ? s
notiert?. Hierbei bezeichnet R, die Méchtigkeit der natiirlichen Zahlen.

ii) Eine Menge M ist genau dann unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung von
M auf eine echte Teilmenge M’ C M gibt (siehe nachfolgendes Beispiel B.5). Eine

Menge ist genau dann endlich, wenn sie nicht unendlich ist. l

Fiir unsere Zwecke gentigt es, zwei Typen von unendlichen Mengen zu unterscheiden.

Definition B.4

Eine Menge M heif3t abzdhlbar oder abzdhlbar unendlich, wenn ihre Méchtigkeit gleich N,
ist, d.h. wenn es eine bijektive Abbildung f : IN — M gibt. Eine nicht endliche und nicht
abzéhlbare Menge heifit tberabzdhlbar oder tiberabzdihlbar unendlich. N

Das folgende fiir Nichtmathematiker i.d.R. verbliiffende Beispiel zeigt, dass die Mengen
N, Z und @ die gleiche Machtigkeit Ny haben und dass die Unendlichkeit einige gewoh-

nungsbediirftige Eigenschaften aufweist®.

Beispiel B.5
i) Die Menge der geraden natiirlichen Zahlen ist gleichméchtig zur Menge IN selbst.
(Beweis als Ubung)

ii) Die Menge der ganzen Zahlen Z ist gleichméchtig zur Menge IN. (Beweis als Ubung)
iii) Die Menge IN, x N, ist gleichméchtig zur Menge IN.
Beweis:
Wir zeigen, dass die Funktion j : IN,xIN, — IN definiert durch j(m,n) := 2™-(2n+1)
bijektiv ist.
(1) Seien (m,n); (m',n') € N,xIN, mit j(m,n) = j(m’,n’), d.h. es gilt
2™(2n+1) = 2™ (2n'+1)
O.B.d.A. kann m > m’ angenommen werden. Multiplikation mit 2= liefert
2™ (2n41) = 2n/+1
Da die rechte Seite der letzten Gleichung ungerade ist, muss dies auch fiir die

linke Seite gelten. Dies ist jedoch nur zu erfiillen, wenn 2™ ™' =1 <= m = m’

und damit auch n=n’ gilt. j ist somit injektiv.

2R bezeichnet den hebriischen Buchstaben ,aleph®

3Dass diese Eigenschaften paradox erscheinen, diirfte vor allem daran liegen, dass die ,,Unendlichkeit* in
der Natur real nicht vorkommt.
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(2) Sei xeIN. Wahlt man die grofite Zahl melN,, so dass 2™ ein Teiler von x ist

(beachte: 2°=1 ist immer ein Teiler von z und m < %), gilt

z=2". u

u muss ungerade sein, da sonst 2™T! ein Teiler von z wire, im Widerspruch
zur Maximalitat von m. Damit gilt u = 2n+1 fiir ein geeignetes n€lN,, woraus
folgt:

x=2"(2n+1)

Der folgende alternative (jedoch nicht ganz triviale) Beweis verwendet das Cantor-

sche Diagonalisierungsverfahren und zeigt, dass IN, xIN, und IN, gleichméchtig sind.

Beweis:

Wir zeigen, dass die Funktion®

m: NN, — N,
(2.9) = g(e+y)(ety+1) +y
bijektiv ist®
Hierzu verwenden wir die beiden Hilfsfunktionen f, g : IN, — IN,, definiert durch
f(z) ==tz (2+1) und g(z) :=max{zeN, | f(z) < 2z}
Insbesondere gilt dann

m(x,y) = fa+y) +y (B.1)

Wir zeigen nun, dass die Funktion P : IN, — IN, xIN, definiert durch

P(n) := (g(n)—n+f(g(n)) , n—f(g(n)))

die Inverse der Funktion 7 ist.

Die Eigenschaft m o P = idy, folgt direkt aus der Definition von P, denn es gilt:

x Yy

(moP)(n) = =(g(n)—n+f(g(n)), n—flg(n)))

Tty Y
~ —_—
(B.1)

= [flg(n) +n=f(g(n))

Il
S

47 heiBt Cantorsche Paarungsfunktion.

SEigentlich geniigt die Injektivitit, da offensichtlich |IN,| < |IN,xIN,| gilt.
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Zum Nachweis von Por = id, xn, beachte man, dass Gleichung (B.1) insbesondere

m(z,y)
—_—~

flaty) < m(a,y) <ml(,y) + (241) = fla+y)+y + a+1 = f(z+y+1)
liefert, woraus insbesondere

g(m(z,y)) = r+y

folgt. Zusammen mit Gleichung (B.1) ergibt dies

(Por)(w,y) = P(r(x.y))
= (g<7r<x,y>>—w(x,y>+f(g<w<:c,y)))m<x,y>—f(g<7r<x,y>>))

—_——
T+y r+y T+y

= ((SL’—i—y) —7T(37, y)+f($6’+y)a 7T(37, y)—f(QH—ZJ) )

-y Y

= (l‘,y) u

iv) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist gleichméchtig zur Menge IN.

Beweis:
Da Z und N, die gleiche Méachtigkeit haben, gilt nach Teil iii) auch |ZxZ| = |IN,|.
Da auflerdem jedes Element von Q in der Form ™ mit m,n € Z darstellbar ist, gilt

Q| = |ZxZ] = |N,|. n

v) Die Vereinigung von abzéhlbar vielen abzahlbaren Mengen ist wieder abzéhlbar.

Beweis:
Sei (MZ) i eine Folge abzéhlbarer Mengen. Dann gilt fiir jedes ¢
M; = {my, my, mys, ... }

woraus sich die die SurjektivititS der Abbildung

fiNxN = JM; mit f(z,y):=m,

i=1

Y

ergibt. Also ist die Méchtigkeit von OLj M, kleiner gleich” der Machtigkeit von INxIN. g
i=1

6Sind die Mengen M; paarweise disjunkt, ist f sogar bijektiv.
"Ist f sogar bijektiv, sind die beiden Mengen gleichmichtig.
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C. Ordnung und Konvergenz

Ziel dieses Abschnittes ist es, in Analogie zur Konvergenz reeller Folgen eine plausible
Definition der Konvergenz von Mengenfolgen herzuleiten. Entscheidend hierbei ist, dass
die Konvergenz in R alleine mit Hilfe der auf R gegebenen <-Ordnung definiert werden
kann. Beachtet man nun, dass die Teilmengenbeziehung C ebenfalls eine Ordnungsrelation
ist, lasst sich die Konvergenz vollkommen analog auf Mengenfolgen iibertragen (siehe
Abschnitt C.3)!. Der Vollstiandigkeit halber geben wir zunéichst nochmals die wichtigsten

Begriffe aus dem Bereich der Ordnungstheorie an.

C.1. Ordnungsrelationen

Definition C.1
Sei # C X xX eine Relation in der Menge X. Z heifit

o reflexiv, wenn gilt VeeM : xZx

o symmetrisch, wenn gilt Vr,yeM : [ngy — yZx ]
e antisymmetrisch, wenn gilt Vx, yeM : {x,%y NyRrx — x =1y }
e transitiv, wenn gilt Vx,y, z€M : [L@y NYRz = x Xz }

e vollstandig, wenn gilt Vx,yeM : [L@y V yZx

o Aquivalenzrelation, falls Z reflexiv, reflexiv und transitiv ist.

e Priferenzordnung, falls #Z vollstandig und transitiv ist.

e Ordnung, falls Z reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

e Totalordnung, falls Z eine vollstandige Ordnung ist. U

Beispiel C.2
i) Die ,>“-Relation in R ist eine Totalordnung. Héufig schreibt man y<xz statt x>y.

!Diese Vorgehensweise wird als Verbandstheorie bezeichnet.
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ii) Firxz = (v,,...,7,) € R¥ und y = (y,,...,y,) € R* definieren wir
xRy = Vie{l,...  k}:x, >y .

% definiert eine Ordnung in R¥, die man ebenfalls mit ,,>“ bezeichnet. Diese ist fiir

k>2 jedoch keine Totalordnung.

iii) In jedem Mengensystem ist die Inklusion ,,C*“ eine (nicht vollstdndige) Ordnung. [

Bemerkung C.3
i) Ordnungen werden meist mit ,<“ oder ,,<“ notiert und man spricht kurz von der
geordneten Menge (X, <) bzw. (X, x). Zusitzlich verwendet man die Symbole ,,<*

bzw. ,<“ fiir die induzierten strikten Ordnungen, definiert durch

x<y}£}(

ii) Die Vollstandigkeit einer Relation in einer Menge X impliziert die Reflexivitat.

Insbesondere ist eine Praferenzordnung auch reflexiv. D

Wesentliche mathematische Begriffe wie z.B. ,Maximum* oder ,Minimum®“, die im Bereich

der Optimierung eine zentrale Rolle spielen, beruhen auf der Ordnungsrelation ,,>“

Definition C.4
Sei B eine Teilmenge der geordneten Menge (X, <).

a) Ein Element s€ X heift
e obere Schranke von B, wenn gilt Vb€ B:b<s .

e kleinste obere Schranke oder Supremum von B (Schreibweise: sup B), wenn s
eine obere Schranke ist mit der Eigenschaft, dass jedes kleinere Element als s

keine obere Schranke von B ist.
e Mazimum von B (Schreibweise: max B), wenn s = sup B und s € B gilt.
e untere Schranke von B, wenn gilt Vb€ B:s<b .

e griofite untere Schranke oder Infimum von B (Schreibweise: inf B), wenn s eine
untere Schranke ist mit der Eigenschaft, dass jede echt groflere Zahl als s keine

untere Schranke von B ist.

e Minimum von B (Schreibweise: min B), wenn s = inf B und s € B gilt.

b) B heiit nach oben bzw. unten beschrinkt, wenn eine obere bzw. untere Schranke fiir

B existiert. B heifit beschrdankt, wenn B nach oben und unten beschrinkt ist. (l
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Bemerkung C.5
Das Maximum bzw. Minimum von endlich vielen Elementen z,...,z wird in der Ver-

bandstheorie auch mit z,Vz,V...Vz, bzw. z,Az,A ... Az, bezeichnet. H

Der Begriff der monotonen Funktion koppelt die Bezeichnungen Ordnung und Funktion.

Definition C.6
Sei f: D — X eine Funktion zwischen den geordneten Mengen (D, <) und (X, <, ).

e f heifit isoton oder monoton wachsend, wenn u <, v = f(u) <, f(v) gilt.

e f heiit antiton oder monoton fallend, wenn u <, v = f(u) >, f(v) gilt. O

Bemerkung C.7
Ist speziell f : IN — X eine Folge in der geordneten Menge (X, <) (Kurznotation: (f,),~,),

so erhdlt man den Begriff der isotonen bzw. antitonen Folge.

o (f.)us, heiBt isoton oder monoton wachsend, wenn f, < f,,, fir alle i € IN gilt.

o (f.),=; heit antiton oder monoton fallend, wenn f, > f,,, fir alle i € IN gilt. O

C.2. Zahlenfolgen

Ist (z,),>, eine monotone reelle Zahlenfolge, ist die Konvergenz mehr oder minder intuitiv

klar. Genauer erhilt man folgende Aussage.

Satz C.8
Sei (z,),—, eine monotone reelle Zahlenfolge. Dann existiert klim z, und es gilt?
—00

y Sklelnlg Ly, falls (z), isoton ist

im z, = alls (z,),—

koo * inf x, Hh=L antiton ist. 0

kelN

Beweis:
Siehe Schindler, Mathematik fiir Okonomen, DUV, Satz 6.6 c). -

Wir fithren nun die Konvergenz einer beliebigen Zahlenfolge auf die Konvergenz monotoner
Zahlenfolgen zuriick. Konstruiert man aus der vorgegebenen Zahlenfolge (z,),~, die Folgen
(a,),=; und (b,),Z; durch

a, = infz = inf{x T }

k ok k> Vk410

b, = supz, = sup{xk,xkﬂ,...},
>k

so gelten offensichtlich folgende Eigenschaften:

2Hierbei lassen wir auch lim z, = 400 zu.
k—o00
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o VkelN:q, <z, <b, (%)

e (a,),=, ist isoton und konvergiert daher nach Satz C.8 gegen sup q,, d.h.
k=1

lim a, = lim inf 2. =supinf z, .
k—o0 k—oo j>k keN j>k
Der Grenzwert wird deswegen Limes inferior der Folge (z,),~, genannt und mit

liminf x, bezeichnet.
k—00

e (b,),=, ist antiton und konvergiert daher nach Satz C.8 gegen 1nf b, d.h.

lim b, = lim supz;, = inf supz,
k—o0 k—oo j=>k keEN j>k
Der Grenzwert wird deswegen Limes superior der Folge (z,),>, genannt und mit

lim sup x, bezeichnet.
k—o0

Entscheidend ist nun der folgende Satz.
Satz C.9
Fiir jede Zahlenfolge (z,),>, gilt®

e}

a) hl?l i£f xz, ist der kleinste Haufungspunkt der Folge (z,),=;.

b) limsup z, ist der grofte Haufungspunkt der Folge (z,),~,.
k—o0
¢) (x,),—; ist genau dann konvergent, wenn hm inf z, = limsup z, gilt. O
k—o00 k—o0
Beweis:

Ist (xnj);";l eine konvergente Teilfolge, so gilt nach Ungleichung (x)

<b

"j

U < L,

Grenzwertbildung lim liefert daher

.]*)OO
liminfz, = lima, < lim 2z, < lim b, =limsu ;.
J—00 j—oo j—oo ]Hoo "j j—o0

lim sup z, ist Haiufungspunkt von (z,),~, da sich nach Definition von Supremum und Infi-
mum in jeder Umgebung von lim sup z, Elemente der Folge (x,),~; befinden. Entsprechend
ist auch lim inf z; Haufungspunkt der Folge (z,),>.

Da eine Folge genau dann konvergiert, wenn sie nur einen Haufungspunkt besitzt, folgt

der zweite Teil der Behauptung. -

3Teile a), b) liefern insbesondere den Satz, dass jede beschriinkte Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.
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Satz C.10
Es gilt liminfz, = —limsup(—=z,) . O
k—o00 k—o0
Beweis:
Es gilt offensichtlich
inf {_5% S I } = —sup {xk,xk+l,xk+2, e } .

Grenzwertbildung tiber k liefert daher

liminf(—x,) = — limsup z,.
k—ro0 k—o0 ]

C.3. Mengenfolgen

Beachtet man, dass “C“ eine Ordnung auf {(2) darstellt, stehen alle ordnungstheore-
tischen Begriffe, wie z.B. Supremum, Infimum, Maximum, Minimum zur Verfiigung und

wir konnen die Konvergenz von Mengenfolgen wie fiir Zahlenfolgen definieren.

Satz C.11
Ist M = {M; | icl} eine Teilmenge von §O(€2) (Mengensystem), so gilt bzgl. der Ordnung
“C“:

supM = UM; und infIM = N M.

1€l el [l

Beweis:
Nach Definition der Vereinigung gilt

jEI
d.h. UM;j ist eine obere Schranke von 9 bzgl. “C® Offensichtlich ist M, auch die
jeI jEI
kleinste Menge mit dieser Eigenschaft. Analog argumentiert man beim Infimum. n

Die letzten Ergebnisse und Satz C.8 legen nun folgende Definition nahe.

Definition C.12

Sei (X,),=, eine monotone Mengenfolge®. In diesem Fall definiert man

) sup X, o isoton ist
lim X, = ( ¥ falls (X,), =,
k=00 inf X, antiton ist.
ken~ F (l

*Zur Erinnerung: (X, )=, ist isoton bzw. antiton, wenn X, C X, | bzw. X, D X, | fiir alle k€N gilt.
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Wir fithren nun wie im reellen Fall die Konvergenz einer beliebigen Mengenfolge auf die
Konvergenz monotoner Folgen zuriick. Konstruiert man aus der vorgegebenen Mengen-
folge (X,),=, die Folgen (A,),~, und (B,),=, durch

[e.e]

Ay = ;I>1fX = inf { Xy, Xpy1,...} = an
By = supX; = sup{Xp, Xpp1,...} = UX
ji=k ik

so gelten offensichtlich folgende Eigenschaften:
a) Vk e N: Ay, C Xy C By

b) (A,),=, ist isoton und konvergiert daher nach Definition C.12 gegen

sup A, = UAk: U ﬂXj.

k>1 k=1 k=1 j=Fk

Der Grenzwert wird Limes inferior der Folge (X,),~, genannt und mit lign inf X},
— 00

bezeichnet, d.h.

llHllIlek = U ﬂX

k=1 j=k

c¢) (B,),=; ist antiton und konvergiert daher nach Definition C.12 gegen

mek—ﬂBk—ﬂUX

>
k>1 k=1 j—k

Der Grenzwert wird Limes superior der Folge (X,),~, genannt und mit lim sup X
bezeichnet, d.h. k—o0

limsup X = ﬂ U X;

k—o0 k:lj k

Analog zum Fall reeller Zahlen definieren wir nun

Definition C.13

Die Mengenfolge (X,),~, wird als konvergent bezeichnet, wenn gilt:

hm 1nf X = limsup Xy, .
k—o0

Diese Menge heifit Grenzwert der Mengenfolge (X, ), und wird mit hm Xk notiert. [

Es gelten folgende elementare Aussagen.
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Bemerkung C.14
i) Aufgrund der Eigenschaften der Komplementbildung gilt:

o (X;), ist isoton <= (CX;), ist antiton

1=

° E(limsup Xi) =liminfCX; und daher E(limXi) = lim CX;

i—00 i—00 i—00 i—00
ii) Es gilt:
liirgglei = {weQ | Jip(w)eNVi > iy : weX;}
limsup X; = {we|weX; fir unendlich viele i}
i—00
Beweis:

we€ liminf X; = U ﬂXj <— dkoeN : we ﬂ X;
e k=1 j=k j=ko
<~ HkQGN\V/]}k?O : wer

Verwendet man Teil 1) folgt die zweite Behauptung folgendermafien:
w € limsup X; ey CliminfCX; <= w ¢ liminf(CX;
i—00 i—00 1—00
> —3FkyeNVj>kq : welX;
— VkoeINIj2k) : weX;
Die letzte Aquivalenz ergibt sich dabei durch Anwendung formallogischer Rechen-

regeln fiir die Negation. N

Folgerung C.15
Sei (X;),2] eine Folge in ¢0(£2). Dann gelten folgende Aussagen:

a) liminf X; C limsup X;.

100 i—00
b) Ist (X;)2, isoton, gilt lim X; = C>LjXZ-. Wegen der Isotonie der Folge (X;),2 schreibt
12— 00 i=1

man daher X; 1 OLin.
i=1

c) Ist (X;),2] antiton, gilt lim X; = OﬁXi. Man schreibt in diesem Fall X; | OﬁXZ-. a
i—00 i=1 i=1

Beweis:
a) Ist w € liminf X, existiert ein €N mit w € N Xy, d.h. weX, fir £ > iy. Damit
e L=io 00 00
liegt w in J X}, fir alle ¢« € IN und daher auch in der Menge limsup X; = N U Xk.
k=i i—00 i=1k=i
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b) Ist (X;)2, isoton, so gilt OﬁXk = X, d.h. liminf X; = OLj F]OXk = EJOXi =: G. Wegen
k=i ‘ '

=0 i=1 k=i i=1

der Isotonie der Folge (X;)$°, gilt aber G = OLij = OLij und daher
k=1 k=i

1

limsup X; = ﬂ UXk = ﬂG: G = liirg(i)glei

i—00 i=lk=i i=1

c) Ist (X;)$°, antiton, so folgt aus Bemerkung C.14 ii), dass (CX;),> isoton ist und
nach Teil b) dieses Satzes die Aussage lim 0X; = EJO CX;. Komplementbildung liefert
P i=1

die dquivalente Aussage lim X; =N X;. n
1—00 i=1

C.4. Stetigkeit und Monotonie

Monotone Funktionen f : R — R sind ,fast iiberall” stetig. Genauer gilt folgender fiir die
MafBtheorie wichtiger Satz.

Satz C.16

Sei f : ]a,b[— R eine monotone Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

a) An jeder Stelle = des Definitionsbereiches besitzt f einen linksseitigen Grenzwert

flz™) = ltle f(t) und einen rechtsseitigen Grenzwert f(x*) := ltifn f(t).

b) Ist f monoton wachsend, gilt

sup f(t) = f(z7) < f(2) < f(«7) = inf f(2)

a<t<x r<lt<

AuBerdem gilt fir z < y die Aussage

f@) < fly™)
c¢) Ist f monoton fallend, gilt

inf f(t) = f(e7) < fz) < f2") = sup (1)

a<t<t r<t<b

AuBerdem gilt fir z < y die Aussage

f@t) = fy)

d) f besitzt hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen. U
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Beweis:
a), b) Sei S :=sup f(t). S ist endlich, da S < f(x) wegen der Monotonie von f gilt.

a<t<z
Wir zeigen, dass f(x~) = S gilt. Hierzu ist fiir eine beliebige von links® gegen x

konvergente Folge (z,),%°, die Eigenschaft dim f (x,) = S nachzuweisen.

Sei hierzu e > 0 beliebig. Nach Definition eines Supremums existiert zunéchst ein ¢

mit a < t < x mit
S—e < f(t) < S. (C.l)

Da die Folge (z,),>, von links gegen « konvergiert, existiert zu t ein N € IN mit
Vn>N:t <z, <z,

woraus sich wegen der Monotonie von f fiir alle n > N die Ungleichung

ft) < flz,) (C.2)

ergibt. Wegen f(z,) < S liefern Ungleichungen (C.1) und (C.2) die Behauptung
Vn>N:S—e< f(z,) < S

Entsprechend beweist man die zweite Aussage f(z7) = 1<I%£ (t) .

Sind schlielich x,y €la, b[ mit x < y, so gilt zunichst wegen der Monotonie von f

f(z*) = inf f(t) = inf f(¢) . (C.3)

r<t< r<t<y

Die letzte Gleichung ergibt sich dabei, indem man die vorher bewiesene Aussage auf

das Intervall ]a, y[ anwendet. Entsprechend gilt

f(y™) = sup f(t) = sup f(t) (C.4)

a<lt<y r<t<y

Gleichungen (C.3) und (C.4) liefern die noch fehlende Behauptung

f(a) = nf f(t) < sup f(t) = f(y)

r<t<y r<t<y

c¢) Der Beweis erfolgt analog zum vorigen Teil. Alternativ kann auch auf Teil b) zurtick
gegriffen werden, indem man verwendet, dass — f isoton ist, wenn f antiton ist und
dass sup(—f) = —inf f gilt.

°D.h. es gilt limz, = x und a < z, < z fiir alle n € V.
n—oo
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d) O.B.d.A. sei f monoton wachsend. U bezeichne die Menge der Unstetigkeitsstellen
von f, d.h. die Punkte z mit f(z7) # f(z"). Ist x € U, so gilt wegen der Isotonie
von f daher f(z7) < f(z"). Also existiert eine rationale Zahl r(z) € @ mit:

flam) <r(x) < f(a7) (C.5)

Wir zeigen, dass die Funktion r : U — Q injektiv (sogar streng monoton wachsend)
und daher U hochstens abzahlbar ist. Zum Nachweis der Injektivitdt wahle man

unterschiedliche x,, z, in U, fiir die 0.E. z; < z, gelte. Nach Teil b) gilt dann

und mit Ungleichung (C.5) folgt die Injektivitdtsaussage

() < fla)) < flay) < () -
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D. Topologie

In der Geometrie des R¥ verwendet man einen Abstandsbegriff, der durch einen Betrag,
eine Norm oder eine Metrik gegeben ist, um Konvergenz und daraus resultierende Eigen-
schaften wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit oder Integrierbarkeit zu definieren.

Die Topologie! ist eine ungewohnliche, exotisch erscheinende Art der Geometrie, in der
man versucht, diese Eigenschaften ohne eine Abstandsfunktion zu definieren. Das Unge-
wohnte besteht darin, vertraute Begriffe von geometrischen Gebilden wie Form und Grofie
nicht zu beachten und stattdessen versteckte Eigenschaften, die bei der Deformation von
geometrischen Objekten invariant bleiben, zu beriicksichtigen.

Zentraler Begriff der Topologie ist der Begriff der offenen Menge, den wir zum besseren
Verstindnis zundchst im R* definieren und untersuchen. Hierdurch wird die ,topologi-
sche“ Struktur des R* so dargestellt, dass die Verallgemeinerung auf sog. topologische
Rdaume offensichtlich wird. Zusatzlich wird klar, wie man Konvergenz, Stetigkeit usw.

ohne Abstandsbegriff ausschlieflich mit dem Begriff der offenen Menge definieren kann.

Definition D.1

a) Fiir g € R¥ definieren wir die offene bzw. abgeschlossene e— Umgebung von g durch
o k ._ k
U.(g) := {:c eR||x—g| < e} bzw. B.(g) := {:I: eR" ||z —g| < s}.

Jede Menge, die eine e-Umgebung von g enthélt, wird Umgebung von g genannt.

b) Eine Folge (x,),>, in R* konvergiert gegen den Grenzwert g, wenn auBerhalb jeder

Umgebung von g hochstens endlich viele Folgenelemente liegen, d.h. wenn
Ve>0 INeN Vn>N : x, € U.(g)

¢) Ein Punkt @y heifit innerer Punkt einer Menge M, wenn eine Umgebung von x

ganz in M liegt.
d) Eine Menge O C R* heifit offen, wenn jeder Punkt in O ein innerer Punkt ist.

e) Eine Menge A C R” heifit abgeschlossen, wenn CA offen ist. [

ltopos = Ort, Stelle; logos = Kunde, Lehre
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Satz D.2
Eine Menge A C RF ist genau dann abgeschlossen, wenn A bzgl. der Grenzwertbildung
abgeschlossen ist, d.h. ist (x,),, eine Folge in A, die konvergiert, so liegt auch der

Grenzwert in A. O

Beweis:
=: Sei A abgeschlossen. Nimmt man an, dass eine Folge (x,),>; in A existiert mit
T = nh_)ngo x, ¢ A, so ist dies dquivalent zu & € CA. Da CA offen ist, existiert eine
Umgebung U von & mit U C CA. Nach Definition der Konvergenz wiederum bedeu-
tet dies, dass fast alle Elemente der Folge (x,),%, in U und damit im Widerspruch

zur Annahme in CA liegen.

<: Sei A bzgl. Grenzwertbildung abgeschlossen. Wir zeigen, dass A offen ist. Sei hierzu
x ein beliebiger Punkt in CA. Wire  kein innerer Punkt von CA, so existierte zu
jedem neN ein Element @, ANUL (x). Wegen |, —x||<; ist damit (x,),”, eine

Folge in A, die - im Widerspruch zur Voraussetzung - gegen £c0A konvergiert. g

Folgende Eigenschaften ergeben sich direkt aus Definition D.1.

Eigenschaften D.3
(1) @ und RF (bzw. die Grundmenge () sind offene und abgeschlossene Mengen.

(2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

(3) Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen. Fiir unendliche Durchschnitte gilt
diese Aussage i.a. nicht (z.B. N ]—2,2[ = {0} ).
n=1

n’'n

(4) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

(5) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Fiir unendliche

Vereinigungen gilt diese Aussage i.a. nicht (z.B. U [ £,1-2] =]0,1] ). 0
n=1

Die vorher aufgelisteten Eigenschaften offener Mengen legen nun folgende Definition nahe.

Definition D.4
Ein Mengensystem ¥ in einer beliebigen Menge 2 mit den Eigenschaften (1), (2) und (3)
aus D.3 heiBt Topologie. Das 2-Tupel (€2, %) heifit topologischer Raum.

a) Die Elemente von ¥ heiflen offene Mengen. Eine Menge A C Q heifit abgeschlossen,

wenn CA offen ist.

b) Eine Menge U heifit Umgebung von g € €2, wenn eine offene Menge O existiert mit
g € O C U. 8(g) bezeichne das System aller Umgebungen von g.
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c¢) Eine Folge (x,),>2, in Q konvergiert gegen den Grenzwert g, wenn auflerhalb jeder

Umgebung von g hochstens endlich viele Folgenelemente liegen, d.h. wenn

YUelU(g) INeEN Vn>N : x,, € U(g). 0
Beispiel D.5
Extrembeispiele fiir Topologien auf einer Menge Q0 sind die diskrete Topologie T:={(2)
und die indiskrete Topologie T:={(,2}. N
Definition D.6

Sei M Teilmenge eines topologischen Raumes (2, T).

a) Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die M enthalten, d.h. die Menge

NA
MCA
A abg

ist nach Eigenschaft D.3(4) abgeschlossen. Sie ist die kleinste abgeschlossene Menge,
die M enthilt, wird mit M notiert und heiit topologischer Abschluss der Menge M.

b) Die Vereinigung aller offenen Mengen, die in M liegen, d.h. die Menge

uo
ocM
O offen

ist nach Eigenschaft D.3(2) offen. Sie ist die grofite offene Menge, die in M liegt,
wird mit M oder M° notiert und heifit der offene Kern der Menge M.

c) Die Menge M\]\Zf heifit der Rand von M und man schreibt OM. O
Definition D.7
Eine Menge BCR* heiit beschrinkt, wenn eine Konstante C'>0 existiert, mit B C Ug(0),
d.h. wenn ||b]| < C fur alle b € B gilt. O

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann der Begriff der kompakten, d.h. abgeschlossenen und
beschrankten Mengen in R"™ allein mit Hilfe von offenen Mengen definiert werden. Dadurch
ist es moglich diesen Kompaktheitsbegriff auch auf beliebige topologische Raume, in denen

i.a. kein Abstandsbegriff (Metrik, Norm) zur Verfiigung steht, zu tibertragen.
Satz D.8 (Heine-Borel)

Eine Menge K C R* ist genau dann abgeschlossen und beschrankt, wenn jede offene

Uberdeckung? von K eine endliche Teiliiberdeckung® besitzt. D

2Dies ist ein System offener Mengen {O, | a€I} mit K C |JO,.
n

.. . el
3D.h. es existieren O,,,...,0,, mit K C U O, . “
i=1
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Beweis:

118

<: K besitze die endliche Uberdeckungseigenschaft. Wegen OLcj U,(0) = RF¥ ist die Folge
=1

(U,(0))22, eine offene Uberdeckung von K, die daher eine endliche Teiliiberdeckung
Up, (0),...,U,,(0) besitzt. Wegen U;(0)CUj41(0) folgt die Beschranktheit von K aus

K cC 'LleUnj(O) _ U, (0). (D.1)

Die Abgeschlossenheit von K beweisen wir indirekt. Wére K nicht abgeschlossen,

n=1

existiert eine Folge (x,),%, in K, mit lim @z, = ¢ K. Wegen OﬁBl(m) = {x} folgt
n—00 n=1 n

KN ABi(z)=0 <= K UCBi(x).

n=1 " n=1

Also ist (CBA (:B))OO eine offene Uberdeckung von K. Wie in (D.1) bestimmt man

nun eine natiirliche Zahl £ € N mit K CB%(.’B) und daher
KN B% (IE) = 0.

Dies ist ein Widerspruch zu @ = ILm x, und x, € K.
n o

: Wir zeigen zuniichst indirekt, dass jedes k-dimensionale Intervall [a, b] (a, beRF)

die endliche Uberdeckungseigenschaft besitzt.
Sei hierzu O = {0, | a€l} eine offene Uberdeckung von [a,b], so dass keine
endliche Teiliiberdeckung existiert. Wir konstruieren nun eine Folge abgeschlossener

Intervalle [a,,, b,| mit folgenden Eigenschaften

(1) [@ns1,bn11] C [a@n,b,). Insbesondere ist (a,),>, eine monoton wachsende,

(by,),>, eine monoton fallende Folge.
1
(2) 16, — @l < 2= - b al.
(3) Kein Intervall [a,, b,] wird von endlich vielen Mengen aus O tiberdeckt.

Wir zerlegen hierzu durch Halbierung jeder ,Kante“ das k-dimensionale Intervall
[a, b] in 2* Teilintervalle, deren Vereinigung [a, b] ergibt. Da [a, b] nicht von endlich
vielen Mengen aus O tberdeckt wird, gilt dies auch fiir mindestens eines dieser Teil-
intervalle. Wir bezeichnen dieses mit [aq, b;]. Nach Konstruktion gilt offensichtlich
[ai,b1] C [a,b] und [|b; —ai| < 5 ]|b—al.

Wiederholt man diesen Prozess mit [a1, bi] und setzt dies so fort, entsteht induktiv
die gewiinschte Folge von Intervallen.

Da nach Eigenschaft (1) die Folge (a@,)32; isoton und nach oben beschrankt ist
(z.B. durch b) und die Folge (b,)5°, antiton und nach unten beschrankt ist (z.B.
durch a), existieren lim a, und lim b, und nach Eigenschaft (2) folgt

. . . . 1
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Also gilt ILm b, = lin,g,, =: g bzw. Oﬁ [a,,b,] ={g}
n—0e0 n=1
g liegt daher in mindestens einer der offenen Mengen aus der Uberdeckung O, etwa

Opg. Nach Definition der Konvergenz existiert dann eine natiirliche Zahl N€IN mit
vn>N : b,€03 N a,€0p .

Im Widerspruch zu Eigenschaft (3) folgt daraus jedoch
Vn>N : [a,,b,] C Op ,

Ist nun K eine beliebige abgeschlossene und beschrankte Menge und O eine offene
Uberdeckung von K, kann wegen der Beschrinktheit von K ein Intervall [a, b]
gewihlt werden mit K C [a,b]. Da CK offen ist, bildet O U {CK} eine offene
Uberdeckung von [a, b], die — wie vorher gesehen — eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt, etwa Oy, ..., O,,,0K. Es gilt also

K Cla,b]Cc O, U---U0,, UCK .
Daher besitzt K eine endliche Teiliiberdeckung, denn wegen K NCK = ) folgt

K COupU-UO,, .

Wie schon vorher erwahnt fithrt Satz D.8 zu folgender Definition.

Definition D.9
Eine Teilmenge K eines topologischen Raumes (€2, ) heifit kompakt, wenn jede offene

Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. N

Wie Beispiel D.5 zeigt, ist der Begriff der Topologie so allgemein gehalten, dass unter Um-
stdnden pathologische Effekte auftreten. Z.B. kann i.a. nicht mehr garantiert werden, dass
kompakte Mengen abgeschlossen sind, wie das Beispiel einpunktiger Mengen in der indis-
kreten Topologie T={0,Q} zeigt. Der Grund fiir dieses ungewohnte Verhalten ist, dass
in dieser Topologie verschiedene Punkte nicht durch disjunkte Umgebungen . getrennt®
werden konnen. Um solche ungewohnlichen Eigenschaften auszuschliefen, wird von to-
pologischen Raumen iiblicherweise gefordert, dass sie im Sinne der folgenden Definition

separiert sind.

Definition D.10
Ein topologischer Raum (2, T) heifit separiert oder Hausdorff-Raum, wenn zu allen Punk-
ten a, b in Q mit @ # b Umgebungen U € U(a) und V' € 4U(b) mit UNV = () existieren. [
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Satz D.11
Sei (£2, %) ein topologischer Raum. Dann gilt:

a)  ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn der Durchschnitt aller abgeschlosse-
nen Umgebungen eines jeden Punktes x gleich {x} ist. Insbesondere ist in einem

Hausdorff-Raum jede endliche Menge abgeschlossen.

b) Ist Q ein Hausdorff-Raum und K eine kompakte Teilmenge, so existieren zu jedem
xclK offene Mengen U und V' mit

KcU, zeVund UNV = 0.

Insbesondere sind kompakte (also auch endliche) Teilmengen von Hausdorff-Rédumen

abgeschlossen. D

Beweis:

a) Sei 2 ein Hausdorff-Raum und sei @ ein beliebiger Punkt in €. Ist nun y # «,
so existieren nach Definition D.10 offene Umgebungen U und V von & und y mit
UNV = (. Dies ist aquivalent zu U C OV, woraus wegen der Abgeschlossenheit von
CV auch U c 0V, d.h. y ¢ U, folgt. Damit ist = das einzige Element, das in allen

abgeschlossenen Umgebungen von «x liegt.
Sei umgekehrt €2 ein topologischer Raum mit
VeeQ): NA ={z}.

Aei(x)
A abg

Fir « # y gilt {x} N {y} = 0 und damit

yel{z} = CNA = Ul4
Ael(x) Aesl(x)
A abg A abg

Also existiert eine abgeschlossene Umgebung A von & mit y € CA. Setzt man U := A
und V := CA, sind zwei Umgebungen gefunden, die U N’V = () erfiillen.

b) Sei K kompakt und x ¢ K. Aufgrund der Separiertheit von €) existieren zu jedem
Punkt k € K offene Umgebungen U, von k und V;, von & mit U, NV, = (0. Da
(Ur)rex trivialerweise eine offene Uberdeckung von K ist, existieren ki, ..., k,, so

dass Uy, ..., Uy, eine endliche Teiliiberdeckung von K ist, d.h. es gilt

K C GUkJ
j=1
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Definiert man U := GUkj und V := F]ij, so sind U und V offene Mengen mit den
=1 =1

gewliinschten Eigensjc_haften, denn es ;;ilt
00 = ()0 ) 5,00 (1) <30 06) -0

7Zu zeigen bleibt, dass K abgeschlossen, d.h. CK offen ist. Zu x € 0K existiert, wie
vorher gesehen, eine offene Menge V, mit V, N K = 0, d.h. V, ¢ CK. Damit folgt

U Vx = EK,
zelK
d.h. CK ist als Vereinigung offener Mengen offen. n

Satz D.12
Ist (K,,)5°, eine antitone Folge nichtleerer kompakter Mengen in einem separierten topo-

logischen Raum, so gilt

lim K, =N K, £0 .
n—oo n=1

Beweis:
Wir beweisen die Aussage indirekt, indem wir K 1ﬂ<nﬂ K = () annehmen. Dies ist dqui-

valent zu K; C U CKn, d.h. (CK,,), ist eine offene Uberdeckung von K. Diese besitzt
wegen der Kompakthelt von K eine endliche Teiliiberdeckung CK,,,...,CK,,, d.h. es gilt

¢ l
Ky CULK,, <= Kin(NK,)=0.
j=1 =1

‘
Dies ist ein Widerspruch, da aufgrund der Antitonie K 1ﬂ(ﬂ Knj) = K,, und nach Vor-
=1
aussetzung K,, # 0 gilt. -

Bemerkung D.13
i) Bekanntestes Beispiel fiir eine antitone Folge kompakter Mengen sind Intervall-
schachtelungen in den reellen Zahlen, d.h. Intervalle [a,_, b, ] mit

la, ,,b .,]Cla,b] und lim (b, —a,)=0

Y Y
n+1 n+1 n n n=00

Der Durchschnitt dieser Intervalle ist gemafl Satz D.12 nicht leer und besteht wegen

lim (b,—a, ) = 0 aus genau einem Element.
n—oo

ii) Betrachtet man die antitone Folge K, :=[—2<, 1]\{0} zeigt sich, dass in Satz D.12

nicht auf die Kompaktheit verzichtet werden kann. 0
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Satz D.14
Sei f: D — R™ eine Abbildung, wobei D C R¥ (k,m € NN fest). x, sei ein Punkt des

Definitionsbereiches D, y, := f(«,). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) lim f(x) = f( lim :c) = f(=x,).

:l)—).’.l?o :l)—).’.l?o

2) Vex>030>0: ||l —x| <0 = ||f(x)— f(z,)] <e.
3.) Ve>030>0: f(Uh(x,)) C U:(y,)-
4.) Ve>0 36>0: Us(x,) C f! (Ug(yo))

Ist eine der vier aquivalenten Aussagen erfiillt, so heifit f stetig im Punkt x,. [ heifit stetig

auf D, wenn f in jedem Punkt des Definitionsbereiches D stetig ist. []

Satz D.15
Sei f: D — R™ eine Abbildung mit D C R*. Dann sind dquivalent:

a) f ist stetig
b) Die Urbilder offener Mengen sind offene Mengen (in D).

c¢) Die Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossene Mengen (in D). U

Beweis:

Wegen f~1(CO) = Cf~1(O) ist die Aquivalenz von b) und c) offensichtlich. Es bleibt daher
nur die Aquivalenz von b) und a) zu zeigen.

Sei zunéchst f stetig und O eine offene Menge. Wir beweisen die Offenheit von f~1(0),
indem wir zeigen, dass jeder Punkt in f~!(O) ein innerer Punkt ist. Sei hierzu z, € f~1(O)
beliebig, d.h. gelte y, := f(x,) € O. Da O offen ist, existiert ein € > 0 mit U(y,) C O.
Wegen der Stetigkeit von f existiert daher nach Satz D.14 ein § > 0 mit

Us(x,) € £~ (Uelwy)) < £71(0),

d.h. x, ist ein innerer Punkt von f~1(0).
Seien umgekehrt die Urbilder offener Mengen offen. Sind &, € D und € > 0 beliebig, so
ist U.(f(x,)) offen. Nach Voraussetzung ist daher auch f~* (UE ( f (CEO))) offen und enthalt

offensichtlich x,. Also existiert ein 6 > 0 mit

Usla,) € 7 (U(f(@,)).

d.h. f ist nach Satz D.14 stetig in x,. n

Satz D.15 fithrt zu folgender allgemeinen Definition der Stetigkeit.
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Definition D.16
Eine Abbildung f : X — Y zwischen den topologischen Rdumen (X, %x) und (Y, %y)
heiflt stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind, d.h. wenn gilt

FH %) C % 0
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